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VORWORT DES HERAUSGEBERS. 



Gleich nach dem Tode Dirichlet's wurde ich mehrfach 
aufgefordert, die von ihm gehaltenen Universitäts - Vor- 
lesungen, welche so ausserordentlich viel zur Verbreitung 
der Bekanntschaft mit neueren und feineren Theilen der 
Mathematik beigetragen haben, in möglichst getreuer Form 
zu veröffentlichen; ich glaubte dieser Aufforderung um 
so eher nachkommen zu können, als ich in den Jahren 
1855 bis 1858 die wichtigsten dieser Vorlesungen in Göt- 
tingen gehört und ausserdem vielfach Gelegenheit gehabt 
hatte, im persönlichen Verkehr Dirichlet's Gründe für 
die von ihm befolgte Methode des Vortrags kennen zu 
lernen. Nachdem auch die Verwandten Dirichlet's 
mich dazu ermächtigt haben, so übergebe ich dem mathe- 
matischen Publicum hiermit eine Ausarbeitung der Vor- 
lesung über Zahlentheorie, bei welcher im Wesentlichen 
der im Winter 1856 bis 1857 von Dirichlet befolgte 
Gang eingehalten ist; er selbst fasste damals den Gedan- 
ken einer Herausgabe dieser Vorlesungen, und da er seinen 



VI Vorwort des Herausgebers. 

Vortrag nie schriftlich ausgearbeitet hatte, so diente ihm 
ein von mir geschriebenes, allerdings nur die Haupt- 
momente der Beweise enthaltendes Heft dazu, einen unge- 
fäliren Ueberschlag über die Ausdehnung der einzelnen 
Abschnitte zu machen. In öfter wiederkehrenden Ge- 
sprächen über diesen Plan »äusserte er die Absicht, bei 
der Veröffentlichung manche Abschnitte hinzufügen zu 
wollen, die in einem Lehrbuch nicht fehlen dürften, die 
aber in jener Winter- Vorlesung aus Mangel an Zeit über- 
gangen werden mussten. Bei der jetzigen Herausgabe ist 
daher im Wesentlichen zwar das eben erwähnte Heft zu 
Grunde gelegt, aber ich habe theils nach älteren Heften, 
theils nach Dirichlet'schen Abhandlungen, endlich auch 
ganz nach eigenem Ermessen Zusätze von nicht unbedeu- 
tender Ausdehnung gemacht, weiche ich hier anfuhren zu 
müssen glaube, um für sie die Verantwortüchkeit zu über- 
nehmen; sie sind fn den Paragraphen 105 bis 110, 121 
bis 144 und in den unmittelbar unter den Text gesetzten 
Anmerkungen enthalten. 

Es ist meine Absicht, diesem ersten Bande, dessen 
Vollendung durch andere Arbeiten sich bis jetzt verzögert 
hat, zunächst einen zweiten weniger umfangreichen nach- 
folgen zu lassen, in welchem die Vorlesung über die im 
umgekehrten Verhältniss des Quadrats der Entfernung 
wirkenden Kräfte wiedergegeben werden soll. 

Braunschweig, im October 1863. 

R. Dedekind. 
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Erster Abschnitt. 



Von der Theilbarkeit der Zahlen. 



§• i. 

Wir behandeln in diesem Abschnitte einige arithmetische 
Sätze, welche man zwar in den meisten Lehrbüchern vorfindet, 
die aber für unsere Wissenschaft von so fundamentaler Bedeutung 
sind, dass eine strenge Begründung derselben hier durchaus not- 
wendig erscheint Dahin gehört zuerst der Satz, dass das Pro- 
duct einer Reihe von ganzen positiven Zahlon unabhängig von 
der Anordnung ist, in welcher man die Multiplication ausführt 
Indem wir uns zunächst auf den Fall beschränken, in welchem 
es sich um drei Zahlen a,b,c handelt, bilden wir das folgende 
Schema 

c, c, c, c ♦ • • c 

C, C, C, C • • • c 
C, C, C, C • • • c 



C, C, C, C . . • Cy 

welches aus b Horizontalreihen besteht, deren jede die Zahl c 
gleich oft, nämlich a mal enthält, und stellen uns die Aufgabe, 
die Summe aller aufgeschriebenen Zahlen zu bestimmen. Zu- 
nächst können wir sagen: da die Zahl c in jeder Horizontal- 
reihe a mal vorkommt, so ist nach dem Grundbegriff der Mul- 

Dirichlct, Zahlentheorie. 1 
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2 Erster Abschnitt. 

tiplication die Summe aller in einer solchen Reihe befindlichen 
Zahlen gleich co, indem "wir den Multiplicand c durch die Stel- 
lung von dem Multiplicator a unterscheiden; da ferner b solche 
Horizontalreihen vorhanden sind, so ist die Summe sämmtlicher 
Zahlen gleich (ca)6, wo jetzt ca der Multiplicand, b der Multipli- 
cator ist. Nun können wir aher dieselbe Summe auch auf anderm 
Wege durch die Bemerkung bestimmen, dass das obige Schema 
aus a Vertical reihen besteht, deren jede b mal die Zahl c enthält; 
es ist also die Summe aller in einer Verticalreihe befindlichen 
Zahlen gleich cb, und folglich die Totalsumme gleich (cb)a. Wir 
erhalten mithin das erste Resultat 

{cd) b = (c b) a, 

aus welchem wir, indem wir die bisher ganz willkürliche Zahl 
e = 1 setzen, die Folgerung ziehen, dass 

ab = ba 

ist, d. h. dass in einem Product aus zwei ganzen positiven Zahlen 
Multiplicand und Multiplicator mit einander vertauscht werden 
dürfen. Man lässt deshalb auch in der Benennung den Unter- 
schied zwischen Multiplicand und Multiplicator ganz fallen, indem 
man beide unter dem gemeinschaftlichen Namen Factoren zusam- 
menfasse 

Wir können nun dieselbe Totalsumme sämmtlicher in dem 
obigen Schema befindlichen Zahlen noch auf eine dritte Art be- 
stimmen, indem wir abzählen, wie oft der Summand c im Ganzen 
vorkommt. Zunächst ist a die Anzahl der in einer jeden Hori- 
zontalreihe befindlichen Zahlen c, und folglich ist, da 6 solche 
Horizontalreihen vorhanden sind, die Anzahl aller aufgeschriebe- 
nen Zahlen gleich ab. Hieraus folgt, dass die Totalsumme den 
Werth c(ab) hat, dass also 

(ca)b = (cb)a = c(ab) 

ist. Verbindet man hiermit den schon oben betrachteten spe- 
ciellen Fall ab = ba y so kann man das Bisherige in folgendem 
Satze zusammenfassen : 

Wenn man von drei positiven ganzen Zahlen zwei nach Be- 
lieben auswählt und als Factoren zu ihrem Producte vereinigt, 
sodann dieses Product und die dritte jener drei Zahlen mit ein- 
ander multiplicirt, so hat das so entstehende Product stets den- 
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selben Werth, wie man auch die ersten beiden Zahlen ausgewählt 
haben mag. 

Da also dieses Product von der Anordnung der beiden suc- 
cessiven Multiplicationen ganz unabhängig ist, so bezeichnet man 
dasselbe kurz als das Product aus jenen drei Zahlen und nennt 
diese letzteren ohne Unterschied die Factoren des Productes. 

§• 2. 

Es ist nun leicht zu zeigen, ohne ein neues Princip anzuwen- 
den, dass ein ganz ähnlicher allgemeinerer Satz für jedes System 
S von beliebig vielen positiven ganzen Zahlen 

a, 6, c . . . 

gilt Die allgemeinste Art, diese Zahlen durch wiederholte An- 
wendung einfacher, d. h. auf nur zwei Zahlen bezüglicher Multi- 
plicationen zu einem Producte zu vereinigen, ist folgende. Man 
greife nach Belieben zwei Zahlen aus dem System S heraus und 
bilde ihr Product ; der aus den übrigen Zahlen des Systems S und 
aus diesem Product bestehende Zahlencomplex S' enthält dann eine 
Zahl weniger als S; indem man wieder ganz nach Belieben zwei 
Zahlen aus S' zu ihrem Producte vereinigt und die anderen un- 
verändert lässt, erhält man ein System S" von Zahlen, deren An- 
zahl um zwei kleiner ist als die der ursprünglich gegebenen Zah- 
len. Fährt man so fort, so wird man zuletzt zu einer einzigen 
Zahl gelangen, und der zu beweisende Satz besteht darin, dass 
diese am Ende des Processes resultirende Zahl immer dieselbe 
sein wird, auf welche Art man auch die einzelnen einfachen Mul- 
tiplicationen anordnen mag. 

Um dies zu zeigen, wenden wir die vollständige Induction 
an, d. h. wir nehmen an, der Satz sei richtig, wenn die Anzahl 
der ursprünglich gegebenen Zahlen oder Factoren = n ist. und 
beweisen, dass er dann auch für die nächst grössere Anzahl n -\- 1 
von Factoren ebenfalls gültig sein rauss. Es sei also ein System 
S von n + 1 Zahlen 

*, &, c, d, e . . . 

gegeben, so wähle man irgend zwei derselben, z. B. a und b, und 
bilde ihr Product ab; der nun entstehende Zahlencomplex ent- 
hält nur noch die n Zahlen 

1* 
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ab, c, d, e . . . 

und folglich ist nach unserer Annahme das Endresultat von der 
weiteren Anordnung des Processes ganz unabhängig. Bei einer 
andern Anordnung der ganzen Operation kann daher höchstens 
dann ein anderes Endresultat zum Vorschein kommen, wenn das 
hei dem ersten Schritte ausgewählte Zahlenpaar von a, b ver- 
schieden ist, und zwar sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

Erstens kann es sein, dass bei der zweiten Anordnung zuerst 
eine der beiden Zahlen a, b, z. B. a, mit einer der übrigen 
c,d, e . . ., z. B. mit c, zu dem Producte ac vereinigt wird, 
so dass der nächste Complex aus den n Zahlen 

ac, b, d, e . . . 

besteht; da nun sowohl bei der ersteren, wie bei der letzteren 
Anordnung die auf den ersten Schritt folgenden Operationen 
keinen Einfluss auf das Endresultat ausüben können, so setze 
man die erste Anordnung so fort, dass zunächst die beiden Zah- 
len ab und c, die zweite so, dass zunächst die beiden Zahlen 
ac und b vereinigt werden. Auf diese Weise entsteht bei der 
ersten Anordnung zunächst der Complex 

(ab) c, d, e . . . 
bei der zweiten der Complex 

(ac) b, d, e . . . 

Da nun zufolge des vorhergehenden Paragraphen die beiden Pro- 
ducte (ab)c und (ac)b und folglich auch die beiden vorstehen- 
den Complexe identisch sind, so wird, da jeder derselben nur 
noch n — 1 Zahlen enthält, bei der ersten, wie bei der zweiten 
Anordnung dasselbe Endresultat auftreten. 

Zweitens kann es aber auch sein, dass bei dem ersten Schritt 
der zweiten Anordnung keine der beiden Zahlen a,b, sondern 
zwei von den übrigen, z. B. c, d, herausgegriffen werden, so dass 
zunächst der Complex 

a, b, cd, e . . . 

entsteht. Auch jetzt kann man wieder die auf den ersten Schritt 
folgenden Operationen bei beiden Anordnungen nach Belieben 
ausführen ; man vereinige daher zunächst bei der ersten Anord- 
nung die Zahlen c, d, und bei der zweiten Anordnung die Zah- 
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len a, b; dann besteht bei beiden Anordnungen der nächstfol- 
gende Complex aus denselben w— 1 Zahlen 

ab, cd, e . . [. 

und folglich wird abermals das Endresultat bei beiden dasselbe 
sein. 

Hiermit ist die Allgemeingültigkeit des Satzes bewiesen; 
denn da er nach dem vorhergehenden Paragraphen für n = 3 
güt, so gilt er nach dem Vorstehenden auch für alle Systeme 
von Zahlen, deren Anzahl = 4, 5, 6 u. s. w. ist. Das Endresul- 
tat heisst auch jetzt wieder das Product aus den gegebenen Zah- 
len, diese letzteren heissen die Factoren des Productes, und man 
bezeichnet das Product durch das Nebeneinanderschreiben säinmt- 
licher in beliebiger Ordnung folgenden Factoren. 

Ein besonderer Fall dieses Satzes ist der, dass man bei der 
Bildung des Productes aus behebig vielen Zahlen oder Factoren 
dieselben nach Belieben in Gruppen vertheilen und alle in einer 
Gruppe enthaltenen Factoren zu ihrem Product vereinigen darf; 
das Product aus diesen den einzelnen Gruppen entsprechenden 
Producten wird immer mit dem Producte aller gegebenen Zahlen 
übereinstimmen; denn offenbar ist diese Bildung selbst eine der 
verschiedenen möglichen Anordnungen des rrocesses. So ist z. B. 

abede = (ab)c(de) = (abcd)e = (abe) (cd). 

Ks ist nicht schwierig, dieselben Sätze auch für den Fall zu 
beweisen, dass unter den Factoren eines Productes beliebig viele 
negative sind; das Vorzeichen des Productes wird das positive 
oder negative sein, je nachdem die Anzahl der negativen Factoren 
gerade oder ungerade ist. 

§. 3. 

Wenn die Zahl*) a das Product aus der Zahl b und einer 
zweiten ganzen Zahl w, also a=mb ist, so nennt man a ein Viel- 
faclies oder Multiplum von ft; statt dessen sagt man auch: a 
ist theilbar durch ft, oder: b ist ein Theiler oder Divisor von 
a, oder endlich: b geht in a auf. Alle diese Benennungen sind 



*) Unter Zahlen schlechthin sind hier und im Folgenden immer ganz* 
Zahlen zu verstehen. 
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gleich gebräuchlich, und da es in der Zahlcntheorie ausserordent- 
lich oft vorkommt, diese Beziehung zwischen zwei Zahlen auszu- 
drücken, so ist es angenehm, dafür eine Reihe verschiedener Aus- 
drücke zu besitzen. Aus der Definition des Vielfachen leuchten 
nun sogleich folgende Sätze oin, von denen später sehr häufig 
Gebrauch gemacht werden wird. 

1) Ist a Multiplum von 5, b wieder Multiplum von c, so ist 
auch a Multiplum von c. Denn der Annahme nach ist a — mb, 
fr — n c f vto m und n irgend zwei ganze Zahlen bedeuten; hieraus 
folgt a = m(nc) = (mri)c> also ist a theilbar durch c. 

Allgemein : hat man eine Reihe von Zahlen, in welcher jede 
ein Vielfaches der nächstfolgenden ist, so ist auch jede frühere 
Zahl ein Vielfaches von jeder späteren. 

2) Ist die Zahl a sowohl als auch b ein Multiplum einer drit- 
ten Zahl c, so ist auch die Summe und die Differenz der beiden 
ersteren ein Multiplum der dritten. Denn aus a — mc, b = nc 
folgt a + b = (m± n) c. 

§• 4. 

Von der grössten Wichtigkeit für die Lehre von der Theil- 
barkeit der Zahlen ist folgende Aufgabe: Wenn irgend zwei 
ganze positive Zahlen a,b gegeben sind, die gemeinschaftlichen 
Theiler derselben, d. h. diejenigen Zahlen ö zu finden, welche ' 
gleichzeitig in a und in b aufgehen. 

Wir können annehmen, es sei a grösser oder wenigstens 
nicht kleiner als 6; dann wird die Division von a durch b einen 
Quotienten m und einen Rest c geben, welcher letztere jedenfalls 
kleiner als b ist. Betrachten wir nun die aus dieser Division re- 
sultirende Gleichung 

a = mb -f c 

und nehmen wir an, es sei ö irgend eine sowohl in a als in b auf- 
gehende Zahl, so ist d jedenfalls auch ein Divisor des Restes c; 
denn da a und 6, also auch mb Multipla von ö sind, so ist auch 
die Differenz a — mb = c ein Multiplum von d. Wir können da- 
her sagen : jeder gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen a,5 
ist auch ein gemeinschaftlicher Theiler der beiden Zahlen b, c. 
Umgekehrt, ist Ö ein gemeinschaftlicher Divisor der beiden Zah- 
len so ist, da d dann auch in mb aufgeht, die Summe mb -f- c 
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= a der beiden Multipla mb und c von 6 ebenfalls ein Multiplum 
von d; also ist jeder gemeinschaftliche Divisor der Zahlen i,c 
auch gemeinschaftlicher Divisor der Zahlen a, b. Mithin stimmen 
die gemeinschaftlichen Divisoren der beiden Zahlen o, b vollstän- 
dig mit denen der beiden Zahlen fc, c überein ; unsere Untersu- 
chung ist daher von dem Paare a, b auf das Paar b, c reducirt, 
und da b nicht grösser als a, c aber jedenfalls kleiner als b ist, 
so können wir mit Recht sagen, dass das Problem auf ein ein- 
facheres zurückgeführt sei. 

Wenn nun c von Null verschieden ist, die erste Division also 
nicht aufgeht, so können wir, indem wir b durch die kleinere 
Zahl c dividiren, wieder eine Gleichung von der Form 

b = nc -f d 

bilden, in welcher der Divisionsrest d kleiner als der vorherge- 
hende c ist. Durch eine der obigen ganz ähnliche Betrachtung 
ergiebt sich dann, dass die gemeinschaftlichen Divisoren der bei- 
den Zahlen c, d vollständig mit denen der Zahlen b, c und also 
auch mit denen der Zahlen a, b übereinstimmen. 

So kann man fortfahren, bis einmal die Division aufgeht, 
was nach einer endlichen Anzahl von Operationen durchaus ein- 
treten muss; denn die Zahlen b,c,d . . . bilden eine Reihe von be- 
ständig abnehmenden Zahlen, und da es nur eine endliche An- 
zahl von Zahlen giebt, welche kleiner sind als 6, so muss unter 
ihnen endlich auch die Null erscheinen. Wir haben dann eine 
Kette von Gleichungen von der Form 

a = mb -f c 
b = nc -f d 
c = pd +e 



f = S g + h 
g = th. 

Jeder gemeinschaftliche Divisor Ö von a, b ist auch Divisor der fol- 
genden Zahlen c, d . . ., endlich auch von h \ umgekehrt, ist d ein 
Divisor von Ä, so lehrt die letzte Gleichung, dass 8 auch Divisor 
von also gemeinschaftlicher Divisor von g und h ist; folglich ist 
9 auch Divisor von /und ebenso von den vorhergehenden Zahlen, 
endlich auch von b und von o. Wir haben daher das Resultat : 
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Die gemeinschaftlichen Divisoren zweier Zahlen a und b stim- 
men übercin mit den sämmtliolfen Divisoren einer bestimmten 
Zahl ä, welche man durch den obigen Algorithmus stets finden 
kann. Da nun h selbst zu diesen Divisoren gehört und unter 
ihnen dem Werth nach der grösste ist, so nennt man diese Zahl 
h den grössten gemeinschaftlichen Divisor der beiden Zahlen a 
und b. 

Hiermit ist nun zwar unser Problem nicht vollständig gelöst, 
sondern nur auf das andere zurückgeführt, sämmtliche Divisoren 
einer gegebenen Zahl h zu finden, für welches wir noch keine 
directe Lösung haben; allein es wird sich im Folgenden hinrei- 
chend zeigen, dass der obige Algorithmus ein Fundament bildet, 
auf welchem sich die Grundprincipien der Zahlen theorie mit ebenso 
grosser Strenge wie Leichtigkeit aufbauen lassen. Nur eine Be- 
merkung noch, um auch nicht den geringsten Zweifel gegen die 
Allgemeinheit der folgenden Sätze aufkommen zu lassen: wir ha- 
ben die obige Kette von Gleichungen gebildet unter der Voraus- 
setzung, dass a nicht kleiner als b sei ; allein für den Fall, dass 
a < b sein sollte, braucht man nur m = 0, also c = a zu neh- 
men, um dieselbe Form auch dann zu wahren. 



§. 5. 

Besonders interessant ist der specielle Fall, in welchem der 
grösste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen die Einheit ist; 
man nennt zwei solche Zahlen relative Primzahlen, auch wohl 
Zahlen ohne gemeinschaftlicheil Divisor, indem man absieht von 
dem allen Zahlen gemeinschaftlichen Divisor 1. Dieser Defini- 
tion zufolge erkennt man also zwei Zahlen als relative Prim- 
zahlen daran, dass bei dem Algorithmus des grössten gemein- 
schaftlichen Divisors einmal der Rest h = 1 auftritt. Für solche 
Zahlen gilt nun der folgende 

Hauptsatz: Sind a, b relative Primzahlen gegen einander, 
und ist k eine ganz beliebige dritte Zahl, so ist jeder gemein- 
schaftliche Theiler der beiden Zahlen ak, b auch gemeinschaft- 
licher Theiler der beiden Zahlen h, b. 

Um sich hiervon zu überzeugen, braucht man nur sämmtliche 
Gleichungen, die bei dem Algorithmus des grössten gemeinschaft- 
lichen Divisors der Zahlen a, b gebildet werden, und deren vorletzte, 
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da h = 1 ist, in unserem Falle f = sy + 1 lautet, mit k zu mul 
tipliciren ; man erhält dann 

ak = mbk + ck 
bk = nck -\- dk 
ck = pdk -\- ek 



fk == sgk -f k, 

Ist nun Ö irgend ein gemeinschaftlicher Divisor von ak und b, so 
geht 8 auch in mbk, also auch in ak — mbk = ck auf; es geht 
daher ö auch in nck und folglich auch in bk — nck = dk auf. 
Und indem man diese Schlussweise fortsetzt, gelangt man zu dem 
Resultat, dass 8 auch in fk, in gk, folglich auch in fk — sgk = k 
aufgehen muss, was zu beweisen war. 

Im Folgenden werden wir vorzüglich zwei specielle Fälle 
dieses Satzes gebrauchen, nämlich: 

1) Das Product zweier Zahlen a und k, deren jede relative 
Primzahl gegen eine dritte b ist, ist gleichfalls relative Primzahl 
gegen b\ denn unserem Satze nach haben ak und b dieselben ge- 
meinschaftlichen Divisoren, wie k und b \ da aber k und b relative 
Primzahlen sind, so haben sie nur den einzigen gemeinschaft- 
lichen Divisor 1 ; dasselbe gilt daher von ak und &, also sind diese 
beiden Zahlen relative Primzahlen. 

2) Sind a und b relative Primzahlen zu einander, und ist ak 
durch b theilbar, so ist auch k durch b theilbar ; denn da der An- 
nahme zufolge ak und b den gemeinschaftlichen Divisor b haben, 
so muss dem Hauptsatze nach b auch gemeinschaftlicher Divisor 
von k und b, also jedenfalls Divisor von k sein. 

3) Den ersten dieser beiden Sätze kann man leicht verallge- 
meinern. Ist jede der Zahlen a,b,c,d . . . relative Primzahl gegen 
eine Zahl a, so ist auch ab, folglich auch das Product abc aus 
ab und c, folglich auch das Product ab cd aus abc und d, u. s. f. 
kurz das Product ab cd . . . aller jener Zahlen ebenfalls relative 
Primzahl gegen a. Allgemeiner, hat man zwei Reihen von Zahlen 

a, b, c, d ... 

und 

«, y ■ • • 

von der Beschaffenheit, dass jede Zahl der einen Reihe relativo 
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Primzahl gegen jede Zahl der andern Reihe ist, so ist auch das 
Froduct abcd . . . aller Zahlen der einen Reihe relative Primzahl 
gegen das Product aßy . . . aller Zahlen der andern Reihe. Denn 
soeben ist bewiesen, dass jede der Zahlen a, ß, y . . . relative 
Primzahl gegen das Product abcd . . . ist, woraus durch noch- 
malige Anwendung desselben Satzes auch folgt, dass ihr Product 
aßy . . . ebenfalls relative Primzahl gegen abcd . . . ist. 

4) Hieraus können wir wieder einen speciellen Fall ableiten, 
indem wir annehmen, dass die Zahlen b,c,d... identisch mit a, 
ferner die Zahlen ß, y . . . identisch mit a sind; wir erhalten dann 
das Resultat: ist a relative Primzahl gegen a, 60 ist auch jede 
Potenz der Zahl a relative Primzahl gegen jede Potenz der 
Zahl a. 

Eine Anwendung findet dieser Satz bei dem Beweise, dass 
y A irrational ist, wenn die ganze Zahl A nicht die mte Potenz 

m 

einer ganzen Zahl ist. Wäre nämlich y A rational, also von der 
Form -, wo r und s zwei ganze Zahlen sind, die mau ohne ge- 



meinschaftlichen Divisor annehmen kann, so wäre 




also r m theilbar durch s' n , obgleich r m und s m relative Primzahlen 
sind; dies wäre eben nur dann möglich, wenn s m = 1, also auch 
s= 1, uud folglich A = r m die mte Potenz einer ganzen Zahl 
r wäre. 



§. 6. 

Die Aufgabe des •§. 4 in der Weise verallgemeinert, dass für 
eine ganze Reihe gegebener Zahlen a,6,c,<Z . . . alle gemeinschaft- 
lichen Divisoren gesucht werden, fuhrt zu einem ganz ähnlichen 
Resultate. Es sei h der grösste gemeinschaftliche Divisor von a 
und so ist, wie wir früher fanden, jeder gemeinschaftliche Di- 
visor von a und b auch Divisor von h und umgekehrt; jeder ge- 
meinschaftliche Divisor der drei Zahlen a, b, c ist daher auch ge- 
meinschaftlicher Divisor von A, c und umgekehrt; bezeichnet man 
daher mit k den grössten gemeinschaftlichen Divisor von h und c, 
so ist jede gleichzeitig in a, b, c aufgehende Zahl Divisor von A:, 
und umgekehrt wird jeder Divisor von k auch Divisor der drei . 
Zahlen a, b, c sein. Bildet mau ferner den grössten gemeinschaft- 
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liehen Divisor 1 der beiden Zahlen k und 60 stimmen die ge- 
meinschaftlichen Divisoren der vier Zahlen a, b, c, d vollständig 
üherein mit den sämmtlichen Divisoren der Zahl l u. s. f. Wir 
haben daher das Resultat: ist irgend eine Reihe von Zahlen 
a,b,c y d . . . gegeben, so giebt es stets eine — und natürlich auch 
nur eine — Zahl m von der Beschaffenheit, dass jede gleichzeitig 
in a, in 6, in c, in d u. s. w. aufgehende Zahl auch in m aufgeht, 
und umgekehrt jeder Divisor von m auch Divisor jeder einzelnen 
der Zahlen a,b,c y d . . . ist. Diese vollkommen bestimmte Zahl m 
heisst deshalb wieder der grösstc gemeinschaftliche Divisor der 
gegebenen Zahlen. 

§• T. 

Gewissermaassen das Umgekehrte der vorhergehenden ist die 
folgende Aufgabe: Wenn eine Reihe von Zahlen a, b, c, d . . . gege- 
ben ist, alle gemeinschaftlichen Multipla derselben, d. h. alle Zah- 
len zu finden, welche durch jede einzelne der gegebenen Zahlen 
theilbar sind. Da von den gesuchten Zahlen zuerst gefordert 
wird, dass sie durch a theilbar sein sollen, so sind sie jedenfalls 
in der Form sa enthalten, wo s irgend eine ganze Zahl bedeutet. 
Ist nun ö der grösste gemeinschaftliche Divisor der beiden Zahlen 

a und b, so sind offenbar -|- und -y relative Primzahlen ; soll 
daher sa = s-^- d theilbar sein durch b == -|- • d\ so muss 
s durch und folglich [§. 5, 2)] auch s durch -|- theilbar, 

also von der Form s'~- sein, wo $' wieder irgend eine ganze Zahl 

bedeutet. Sämmtliche sowohl durch a, als durch b theilbare Zah- 

cib 

len sind daher von der Form sa = s' und umgekehrt leuch- 
tet ein, dass alle in dieser Form enthaltenen Zahlen sowohl durch 
a als durch b theilbar sind ; denn es ist ja 

,ab , b , a , 

Es zeigt sich also, dass die sämmtlichen gemeinschaftlichen Mul- 
tipla der beiden Zahlen a, b übereinstimmen mit den sämmtlichen 
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Vielfachen einer bestimmten Zahl -r- . welche man deshalb das 

o 

kleinste gemeinschaftliche Vielfache der beiden Zahlen a,b nennt. 

Um diesen Satz für eine beliebige Anzahl gegebener Zahlen 
a,b,c,d . . . zu verallgemeinern, braucht man nur zu bemerken, 
dass jedes gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 

a, b, c, d . . . 

nothwendig auch ein gemeinschaftliches Vielfaches der Zahlen 

ab , 

Cy (t • • • 

ist und umgekehrt. Man wird daher zunächst das kleinste ge- 
meinschaftliche Multiplum x der beiden Zahlen und c suchen, 

dann das kleinste gemeinschaftliche Vielfache l von x und d u. s. f. 
Auf diese Weise leuchtet ein, dass sämmtliche gemeinschaftliche 
Multipla der gegebenen Zahlen a, b, c, d . . . übereinstimmen mit 
den 8ämmtlichen Vielfachen einer einzigen vollständig bestimm- 
ten Zahl ja, welche man deshalb das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache der gegebenen Zahlen nennt. 

Von besonderer Wichtigkeit ist noch der Fall, in welchem die 
sämmtlichen gegebenen Zahlen a, b, c, d . . . relative Primzahlen 
gegen einander sind, so dass je zwei unter ihnen ausser der Ein- 
heit keinen gemeinschaftlichen Divisor haben. In diesem Fall ist 
zunächst d = 1, also ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
der beiden relativen Primzahlen a und b ihr Product ab. Da 
nun c wieder relative Primzahl gegen a und gegen Z>, also [§. 5, 
1)] auch gegen ab ist, so ist abc das kleiuste gemeinschaftliche 
Multiplum der drei Zahlen a, b, c u. s. f. Kurz, man erhält das 
Resultat: Sind a,b,c,d . . . relative Primzahlen unter einander, so 
ist jede Zahl, welche durch jede einzelne derselben theilbar ist, 
auch durch ihr Product ab cd . . . theilbar. 

Da jede Zahl sowohl durch die Einheit, als auch durch sich 
selbst theilbar ist, so hat jede Zahl — die Einheit selbst ausge- 
nommen — mindestens zwei Divisoren. Jede Zahl nun, welche 
keine anderen als diese beiden Divisoren besitzt, heisst eine Prim- 
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zahl (numerus primus); es ist zweckmässig, die Einheit nicht zu 
den Primzahlen zu rechnen, weil manche Sätze über Primzahlen 
nicht für die Zahl 1 gültig bleiben. 

Aus dieser Erklärung leuchtet sogleich ein, dass, wenn p eine 
Primzahl und a irgend eine ganze Zahl ist, immer einer von den 
beiden folgenden einander ausschliesscnden Fällen Statt finden 
musB : entweder geht p in a auf, oder p ist relative Primzahl ge- 
gen a; denn der grösste gemeinschaftliche Divisor von p und a 
ist entweder p selbst oder die Einheit. 

Hieraus folgt weiter: Wenn ein Product aus mehreren Zah- 
len a f b, Cjd . . . durch eine Primzahl p theilbar ist, so geht p min- 
destens in einem der Factoren a,b,c,d . . . auf. Denn wäre keine 
einzige dieser Zahlen durch p theilbar, so wäre p relative Prim- 
zahl gegen jede einzelne von ihnen und folglich auch gegen ihr 
Product, was gegen die Annahme streitet, dass dies Product durch 
p theilbar ist. 

Jede Zahl, welche ausser sich selbst und der Einheit noch 
andere Divisoren hat, heisst zusammengesetzt (numerus composi- 
tusj. Diese Benennung wird gerechtfertigt durch folgenden 

Fundamental 'satz : Jede zusammengesetzte Zahl lässt sich 
stets und nur auf eine einzige "Weise als Product aus einer end- 
lichen Anzahl von Primzahlen darstellen. 

Beweis. Da jede zusammengesetzte Zahl m ausser 1 und 
m noch andere Divisoren hat, so sei a ein solcher ; ist nun a keine 
Primzahl, also eine zusammengesetzte Zahl, so besitzt a ausser 
1 und a noch andere Divisoren, z. B. b; ist b noch keine Prim- 
zahl, also zusammengesetzt, so hat b wieder mindestens einen Di- 
visor c, der von 1 und b verschieden ist. Fährt man so fort, so 
muss man endlich einmal zu einer Primzahl gelangen; denn die 
Reihe der Zahlen w, a, b, c . . . ist eine abnehmende, sie kann also, 
da es nur eine endliche Anzahl von Zahlen giebt, welche kleiner 
als m sind, nur eine endliche Anzahl von Gliedern enthalten; das 
letzte Glied derselben muss aber eine Primzahl sein, denn sonst 
könnte man ja die Reihe noch weiter fortsetzen. Bezeichnet man 
diese Primzahl mit p, so ist, da jedes Glied der Reihe ein Multi- 
plum des folgenden ist, die erste Zahl m auch ein Multiplum von 
der letzten p. Man kann daher 

m = pm' 

setzen. Nun ist m' entweder eine Primzahl — dann ist m schon 
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als Product von Primzahlen dargestellt — oder m' ist zusammen- 
gesetzt; im letzteren Fall muss es wieder eine in m' aufgehende 
Primzahl p' geben, so dass 

m' = p'm", also m = pp'm" 

wird. Ist nun m" noch keine Primzahl, so kann man auf dieselbe 
Weise fortfahren, bis man m als Product von lauter Primzahlen 
dargestellt hat. Dass dies wirklich nach einer endlichen Anzahl 
von ähnlichen Zerlegungen geschehen muss, leuchtet daraus ein, 
dass die Reihe der Zahlen m, m\m" . . . ebenfalls eine abnehmende 
und folglich eine endliche ist. 

Hiermit ist der eine Haupttheil des Satzes erwiesen, welcher 
die Möglichkeit der Zerlegung behauptet; offenbar ist aber diese 
successive Ablösung von Primzahl - Factoren in mancher Bezie- 
hung willkürlich, und es bleibt daher noch nachzuweisen übrig, 
dass, auf welche Weise dieselbe auch ausgeführt sein mag, das 
Endresultat doch stets dasselbe sein muss. Nehmen wir daher 
an, man habe durch zwei verschiedene Anordnungen einmal 

m = pp'p" . • . 

ein anderes Mal 

m = qq'q" . . . 

gefunden, wo p,p\p" • • . und q,q',q" • . • sämmtlich Primzahlen 
bedeuten. Da nun das Product pp'p" • . . chircn die Primzahl q 
theilbar ist, so muss mindestens einer der Factoren, z. B. jp, durch 
q theilbar sein; p besitzt aber als Primzahl nur die beiden Divi- 
soren 1 und p, und folglich muss q—p sein, da q nicht = 1 ist. 
Hieraus folgt nun 

p' p" . . . = q'q" . . . 

und man kann auf dieselbe Weise zeigen, dass q' mit einer der 
Primzahlen p', p" . . ., z. B. mit p', identisch sein muss, woraus 
dann wieder 

,,H „II 

p ... = q . • . 

folgt. Auf diese Weise überzeugt man sich davon, dass jede 
Primzahl, welche bei der zweiten Art der Zerlegung ein oder 
mehrere Male als Factor auftritt, mindestens ebenso oft auch bei 
der ersten Zerlegung vorkommt; da aber ferner auf dieselbe 
Weise gezeigt werden kann, dass sie bei der zweiten Zerlegung 
mindestens ebenso oft vorkommt wie bei der ersten, so muss jede 
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Primzahl in beiden Zerlegungen gleich oft als Factor vorkom- 
men, und folglich stimmt der Complex aller Primzahlen bei der 
einen Zerlegung vollständig mit dem bei der andern überein. 

Nachdem so der Satz in allen seinen Theilen bewiesen ist, 
können wir die Darstellung der zusammengesetzten Zahl m noch 
dadurch vereinfachen, dass wir jedesmal alle unter einander 
identischen Primzahl -Factoren zu einer Potenz vereinigen. Es 
sei nämlich a eine von den in m aufgehenden Primzahlen, und 
zwar mag dieselbe genau a mal als Factor in der Zerlegung vor- 
kommen, so vereinigen wir diese a Factoren zu der Potenz o"; 
sind hierdurch noch nicht alle Factoren erschöpft, und ist b eine 
der übrigen Primzahlen, so bilden wir, wenn sie genau ßmal vor- 
kommt, die Potenz b^ und in derselben Weise fahren wir fort, 
wenn hierdurch noch nicht alle Primzahlfactoren von m erschöpft 
sind. Auf diese Weise überzeugt man sich, dass man jeder zu- 
sammengesetzten Zahl m die Form 

m = a a b? c y . . . 

geben kann, in welcher a, ft, c . . . die sämmtlichen unter einander 
verschiedenen, in «4 aufgehenden Primzahlen, und a,ß, y . . . ganze 
positive Zahlen bedeuten. Dass aber in dieser Form nicht nur alle 
zusammengesetzten, sondern auch alle Primzahlen enthalten sind, 
leuchtet unmittelbar ein. 

Die Primzahlen bilden daher gewissermaassen das Material, 
aus welchem alle anderen Zahlen sich zusammensetzen lassen. 
'Dass es eine unbegrenzte Anzahl solcher Primzahlen giebt, hat 
schon Euclid bewiesen, und zwar in folgender Art. Gesetzt es 
gäbe nur eine endliche Anzahl von Primzahlen, so würde eine 
von ihnen, die wir mit p bezeichnen wollen, die letzte, d. h. die 
grösste sein. Denken wir uns nun alle diese Primzahlen aufge- 
schrieben 

2, 3, 5, 7, 11 . . . p y 

so müs8te jede Zahl, welche grösser als p ist, zusammengesetzt 
und folglich durch mindestens eine dieser Primzahlen theilbar 
sein. Allein es ist sehr leicht, eine Zahl zu bilden, welche erstens 
grösser als p und zweitens durch keine jener Primzahlen theilbar 
ist; dazu bilden wir das Product aller Primzahlen von 2 bis p 
und vergrössern dasselbe um eine Einheit. Diese Zahl 

e = 2. 3. 5 . . . p f 1 
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ist in der That grösser als p, da ja schon 2p grösser als p ist; 
sie ist aber durch keine der Primzahlen theilbar, da ja durch 
jede derselben dividirt, immer den Rest l lässt. Damit ist also 
unsere Annahme im Widerspruch, und folglich giebt es unendlich 
viele Primzahlen. 

Dieser Satz ist nur ein specieller Fall des andern, dass in 
jeder unbegrenzten arithmetischen Progression, deren allgemeines 
Glied lix + m ist, und in welcher das Anfangsglied m und die 
Differenz k relative Primzahlen sind, unendlich viele Primzahlen 
enthalten sind; allein, so einfach der Beweis für den speciellen 
Fall war, in welchem k = 1 , so schwierig war es, einen strengen 
Beweis für den allgemeinen Satz zu geben, und dies ist bis jetzt 
nur durch Zuziehung von Principien gelungen, welche der Infini- 
tesimalrechnung angehören *). 



§. 9. 

Durch den soeben bewiesenen Fundamentalsatz haben wir 
nun ein einfaches Kriterium gewonnen, nach welchem stets beur- 
theilt werden kann, ob eine Zahl m durch eine andere n theilbar 
ist oder nicht, sobald wir voraussetzen dürfen, dass beide in ihre 
Primfactoren zerlegt sind. Nehmen wir nämlich an, dass m durch 
n theilbar, dass also m = nq ist, so leuchtet ein, dass jede in n 
aufgehende Primzahl auch in m aufgehen muss; es kann daher 
n keine andern Primfactoren enthalten als m, und ausserdem kann 
auch ein solcher Primfactor nicht öfter in n als in m vorkom- 
men; und umgekehrt, wenn jeder Primfactor der Zahl n minde- 
stens ebenso oft in m vorkommt wie in w, so ist auch m durch 
n theilbar. 

Sind daher a y b,c . . . die sämmtlichen von einander verschie- 
denen, in m aufgehenden Primzahlen, so dass 

m = a"btcV . . . 

so ist jeder Divisor n dieser Zahl in der Form 

» = a a VV ... 

enthalten, in welcher 



*) Siehe die Supplemente VI. §. 132-137. 
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a ' irgend eine der a -\- 1 Zahlen 0, 1, 2 ... a 
ß' „ ,i „ /J + l » 0, 1, 2 . . . 0 

y' „ „ « y + 1 « o, l, 2 ... y 

U. 8. W. 

bedeutet ; und alle diese Zahlen n sind wirklich Divisoren von m. 
Hieraus gehen sogleich einige interessante Folgerungen hervor. 

Zunächst leuchtet ein, da jede Combination eines Werthes 
von a' mit einem von ß\ mit einem von y' u. s. w. einen Divisor 
von m liefert, und da je zwei verschiedenen solchen Combinatio- 
nen (nach §. 8) auch zwei ungleiche Divisoren von m entsprechen, 
dass die Anzahl aller Divisoren von m gleich 

ist; diese Anzahl hängt daher nur von den Exponenten «, /?, y . . . 
ab, nicht aber von der Natur der in m aufgehenden Primzahlen 
a,b,c u. s. w. 

Bildet man ferner das Schema 

1, a, a 2 . . . a° 

1, b, b* . . . b ß 

1, c, c 2 . . • c 7 

U. 8. W. 

und bildet alle Producte a tt ' b ß ' c v ' • • •, indem man aus jeder dieser 
Horizontalreihen ein Glied a a ',b ß ', c>". . . auswählt, so erhält man 
alle Divisoren der Zahl m, und zwar jeden nur ein einziges Mal. 
Die Summe aller dieser Divisoren erhält man daher nach dersel- 
ben Regel, nach welcher man die einzelnen Aggregate 

a a + l — 1 

1 +a + a 2 + " ' + « = -£ZTi 

+ I — 1 

1 +c + c 2 + ... + c r = __ 

U. 8. W. 

mit einander zu multipliciren hat; folglich ist die Summe aller 
Divisoren der Zahl m gleich dem Product 

a— 1 ' 6—1 ' c— 1 

Dlrlchlet, ZfthlcnUieorlc. 2 



Digitized by Google 



18 Erster Abschnitt. 

Nehmen wir z. B. m = 60 = 2*.3.5, so sind die sämmt- 
lichen Divisoren folgende: 

1, 2, 3, 4, 5, 6 ? 10, 12, 15, 20, 30, 60 ; 

ihre Anzahl ist 

(2 + 1) (1 + 1) (1 + 1) = 12 

und ihre Summe 

2!=ll . £=I 7.4.6==. 168. 

2—1 3—1 5 — 1 

§• io. 

Wir kehren nun zu einigen früheren Aufgaben zurück, zu- 
nächst zu derjenigen (§. 6), den grösste n gemeinschaftlichen Divi- 
sor einer Reihe von Zahlen zu bilden, deren Zerlegungen in 
Primfactoren gegeben sind. Man betrachte alle Primzahlen, 
welche in diesen Zerlegungen vorkommen, und scheide zunächst 
diejenigen unter ihnen aus, welche in einer oder mehreren der ge- 
gebenen Zahlen gar nicht als Primfactoren enthalten sind. Bleibt 
auf diese Weise gar keine Primzahl übrig, so ist die Einheit der 
gesuchte grösste gemeinschaftliche Divisor. Im entgegengesetzten 
Fall sei a eine Primzahl, welche bei dieser vorläufigen Ausschei- 
dung zurückgeblieben ist und also in jeder der gegebenen Zah- 
len mindestens einmal enthalten ist; man zähle, wie oft a als 
Primfactor in jeder einzelnen der gegebenen Zahlen vorkommt, 
und nehme die kleinste dieser Anzahlen, die wir mit « bezeich- 
nen, so dass a in mindestens einer der gegebenen Zahlen genau 
a mal, in allen übrigen aber mindestens ebenso oft als Primfactor 
vorkommt. Aehnlich verfahre man mit den übrigen Primzahlen 
fc, c . . sofern diese noch nicht erschöpft sind, und bilde für jede, 
für b die Anzahl /3, für c die Anzahl y u. s. w. nach derselben Re- 
gel, nach welcher für die Primzahl a die Anzahl a gebildet wurde. 
Dann ist 

a* b?c? . . . 

der gesuchte grösste gemeinschaftliche Divisor. Der Beweis für 
diese Regel leuchtet unmittelbar dadurch ein, dass der grösste 
gemeinschaftliche Divisor keine anderen Primfactoren enthalten 
kann, als solche, welche in jeder der gegebenen Zahlen enthalten 
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sind, und dass er keinen Primfactor öfter enthalten kann, als ir- 
gend eine der gegebenen Zahlen. 

. Aehnlich gestaltet sich die Lösung der anderen Aufgabe, das 
kleinste gemeinschaftliche Multiplum einer Reihe von gegebenen 
Zahlen zu bilden (§. 7). Jetzt betrachte man jede Primzahl, die 
in irgend einer der gegebenen Zahlen als Factor enthalten ist, und 
sehe nach, in welcher sie am häufigsten vorkommt; ebenso oft nehme 
man sie als Factor in das kleinste gemeinschaftliche Multiplum 
auf; sind daher a,h,c... die sämmtlichen Primzahlen, welche in 
den einzelnen Zerlegungen der gegebenen Zahlen vorkommen, so 
erhält man nach dieser Regel das gesuchte kleinste gemeinschaft- 
liche Multiplum in der Form 

wo z. B. der Exponent a' dadurch bestimmt ist, dass die Prim- 
zahl a in mindestens einer der gegebenen Zahlen genau «'mal, in 
allen übrigen aber nicht öfter als Factor enthalten ist. Der Be- 
weis liegt hier darin, dass die gesuchte Zahl jeden Primfactor ent- 
halten muss, der in einer der gegebenen Zahlen enthalten ist, 
und zwar mindestens ebenso oft, als diese. 

Endlich können wir aus den vorhergehenden Principien noch 
ein Kriterium ableiten, nach welchem zu erkennen ist, ob eine 
Zahl 

m = a a c Y . . . 

eine genaue rte Potenz einer ganzen Zahl k ist. Dazu ist offenbar 
erforderlich und hinreichend, dass alle Exponenten a,/J, y . . . durch 
r theilbar sind, wie man sogleich aus der Annahme 

m = h r 

erkennt. 

§. n. 

Wir gehen nun zu einer Untersuchung über, welche an sich 
schon interessant und ausserdem für die Folge von der grössten 
Wichtigkeit ist. Denken wir uns einmal alle ganzen Zahlen 

1, 2, 3, 4 ... m 

bis zu einer beliebigen letzten m aufgeschrieben, und zählen wir 
ab, wie viele von ihnen relative Primzahlen gegen die letzte m 
sind. Diese Anzahl bezeichnet man in der Zahlentheorie durch- 

2* 
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gängig mit <p (m), wo der Ruchstabe <p die Rolle eines Functions- 
Zeichens spielt. Da die Einheit relative Primzahl gegen sich 
selbst ist, so folgt zunächst 

qp(l) = 1; 

durch wirkliches Abzählen findet man ferner 

9 (2)=1, 9(3) = 2, <p(4) = 2, g>(5).= 4 

u. s. w. Allein es kommt darauf an, einen allgemeinen Ausdruck 
für die Function qp (m) zu finden, und wir werden sehen, dass man zu 
diesem Zweck nur die sämmtlichen von einander verschiedenen 
Primzahlen a,&, c . . . zu kennen braucht, welche in m aufgehen. 
Unsere Aufgabe ist nämlich identisch mit dieser: die Anzahl der 
obigen Zahlen zu bestimmen, welche durch keine dieser Prim- 
zahlen a, b,c . . . theilbar sind ; und diese ist wieder nur ein spe- 
cieller Fall der folgenden: 

Wenn a,b,c . . . relative Primzahlen unter einander sind (d. h. 
immer, dass jede der Zahlen a,b,c . . . relative Primzahl ist gegen 
alle übrigen) und sämmtlich in einer Zahl m aufgehen ; so soll 
die Anzahl derjenigen der Zahlen 

1, 2, 3 ... m {M) 

bestimmt werden, welche durch keine der Zahlen a, b y c . . . theil- 
bar sind. 

Es zeigt sich nun, wie es häufig geschieht, dass die allgemei- 
nere Aufgabe leichter zu lösen ist, als der direct angegriffene spe- 
eiellc Fall. Zu diesem Zweck scheiden wir zunächst aus dem 
Zahlencomplex (M) alle diejenigen aus, welche durch die Zahl a 
theilbar sind ; es sind dies offenbar die Zahlen 

wi 

a, 2a, 3a • • — a; 

a 

die Anzahl derselben ist — ; es bleiben daher, nachdem dieselben 

et 

aus dem Complex (M) ausgeschieden sind, nur 

— T—O-i) P) 

Zahlen übrig, welche nicht durch a theilbar sind, und deren Com- 
plex wir mit (A) bezeichnen wollen. 

Aus diesem Complex (A) sind nun zunächst alle durch b theil- 
baren Zahlen auszuscheiden; es sind dies offenbar alle diejenigen 
Zahlen des Complexes (M), welche der doppelten Forderung gc- 
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nügen, erstens dass sie nicht durch a, zweitens dass sie durch b 
theilbar sind. Alle Zahlen nun, welche der zweiten Forderung 
genügen, sind die folgenden 

&, 2b, 3i,-"yi; 

damit aber eine dieser Zahlen, z. B. rb, auch der ersten Forde- 
rung genüge, ist erforderlich und hinreichend, dass der Coefticient 
r nicht durch a theilbar sei; denn da der Annahme nach a und b 
relative Primzahlen sind, so ist r b theilbar oder nicht theilbar 
durch a, je nachdem r durch a theilbar ist oder nicht [§. 5, 2)J. 
Die Anzahl der noch aus dem Complex (Ä) auszuscheidenden 
Zahlen stimmt daher überein mit der Anzahl derjenigen der 
Zahlen 

tn 

1,2,3 ...y, 

welche nicht durch a theilbar sind. Da nun tn durch a und 2>, 
folglich auch durch ab theilbar ist, so ist die letzte dieser Zahlen 

y theilbar durch a; unsere Frage ist also dieselbe für die Zahl 
wie diejenige, welche wir durch den ersten Schritt für die Zahl 

o 

m gelöst und durch die Formel (1) beantwortet haben. Die An- 
zahl der aus (A) auszuscheidenden Zahlen ist daher gleich 

f (■ - -3 

und wir erhalten 

*0-i)-*(>-i)-0-J)0-*) - 

als Anzahl derjenigen im Complex (A) enthaltenen Zahlen, welche 
nicht durch b theilbar sind, oder, was dasselbe ist, als Anzahl der- 
jenigen in (M) enthaltenen Zahlen, welche weder durch « noch 
durch b theilbar sind. 

Bezeichnen wir den Complex dieser Zahlen mit (Z?), so kann 
man in dersolben Weise fortfahren und gelangt so durch Induc- 
tion zu dem Resultat, dass die Anzahl derjenigen in (ili) enthal- 
tenen Zahlen (2f), welche durch keine der Zahlen a,b,c . . . Je theil- 
bar sind, gleich 

-0--30-i)0--3-0-Ö «> 

ist Um die Allgemeingültigkeit dieses Gesetzes nachzuweisen, 
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nehmen wir an, dass die Richtigkeit desselben für die Zahlen 
a,b,c . . . k schon bewiesen sei, und untersuchen, was geschieht, 
wenn zu denselben noch eine andere 1 hinzukommt, wobei natür- 
lich wieder vorausgesetzt wird, erstens dass l in m aufgeht, zwei- 
tens dass l relative Primzahl gegen jede der vorhergehenden Zah- 
len a, b, c ... k ist. 

Um die Anzahl aller in (üf) enthaltenen Zahlen zu bestim- 
men, welche durch keine der Zahlen a,b.c... k, l theilbar sind, 
haben wir aus dem Complex (K) derjenigen Zahlen, welche durch 
keine der Zahlen a,b,c . . . k theilbar sind, und deren Anzahl durch 
die Formel (3) gegeben ist, nur noch die auszuscheiden, welche 
durch l theilbar sind; es sind dies alle diejenigen in (iL?) enthal- 
tenen Zahlen, welche erstens nicht theilbar durch a,b,c . . . jfc, 
zweitens theilbar durch 1 sind. Alle durch l theilbaren Zahlen 
des Complexes (M) sind diese 

7, 2 7, 3 7... —j~ 7, 

und damit irgend eine derselben, z. B. r 7, durch keine der Zah- 
len tt, b . . . k theilbar sei, ist erforderlich und hinreichend, dass 
der Coefficient r dieselbe Eigenschaft habe. Die Anzahl der aus- 
zuscheidenden Zahlen stimmt daher überein mit der Anzahl der- 
jenigen unter den Zahlen 

1 o m 

X, ~, . . . j , 

welche durch keine der Zahlen a, b . . . k theilbar sind ; diese ist 
aber nach der als richtig vorausgesetzten Formel (3) gleich 

t('-3('-9-('-J> 

nach Ausscheidung derselben aus dem Complex (K) bleiben 
daher 

■(OO-ö-O-i) 
-T('-30-ö-('-ö 

= „(,-i)(, _;)...(,_.)(,_.) 

Zahlen übrig, nämlich diejenigen, welche durch keine der Zahlen 
a,fc,c . . . k,l theilbar sind. 
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Hiermit ist die Allgeincingültigkeit unseres Satzes bewiesen ; 
kehren wir nun zu unserer ursprünglichen Aufgabe zurück, so er- 
halten wir das Resultat: 

Sind «,£>... k,l die sämmtlichen von einander verschiedenen 
in m aufgehenden Primzahlen, so ist 

, (m) = m(l _2 )(l _-). -.(,-{)(.-}) 

die Ansahl aller derjenigen der Zahlen 

1, 2 ... m , 

welche relative Primzahlen gegen die letzte m sind. , 

Denn damit irgend eine Zahl relative Primzahl gegen m sei, 
ist erforderlich und hinreichend, dass sie durch keine der in m 
aufgehenden absoluten Primzahlen theilbar sei. 

Wir können dem gefundenen Ausdruck eine andere Form ge- 
ben, indem wir tn als Product von Primzahl -Potenzen darstellen; 
da a, 6, c . . . die sämmtlichen von einander verschiedenen in m 
aufgehenden Primzahlen sind, so hat m die Form 

m — a a c v . . . 

und es wird 

9(m) = (a — 1) a"- 1 • (ft - 1) . (c - 1) c^ 1 . . . 

Um unseren Satz an einem Beispiel zu prüfen, wählen wir 
m = 60 ; die sämmtlicben Zahlen, welche nicht grösser als 60 und 
relative Primzahlen gegen 60 sind, bilden die Reihe 

1, 7, 11, 13, 17, 10, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59, 

und ihre Anzahl ist = 16; in der That finden wir nach der obi- 
gen Formel, da 2, 3, 5 sämmtliche in 60 aufgehende Primzahlen 
sind, 

<]P(üO) = 60 • i . | • | = 16. 
* §. 12. 

Aus der gefundenen Form der Function tp (m) geht auch noch 
folgender Satz hervor: Sind m und tn' zwei relative Primzahlen, 
so ist 
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(p (mm') = <p (w) g> (»»'). 

Denn sind «,ft,c . . . sämmtliche in m, und a',b',c' . . . sämmt- 
liche in m' aufgehende Primzahlen, so stimmt, da m und m' rela- 
tive Primzahlen sind, keine Primzahl der einen Reihe mit einer 
der andern überein, d. h. alle Primzahlen 

a, b, c . . . a\ b\ c' . . . 

sind von einander verschieden. Sie gehen ferner sämmtlich in 
dem Product mm' auf, und umgekehrt muss jede in mm' aufge- 
hende Primzahl, da sie in einem der beiden Factoren m,m' auf- 
gehen muss, mit einer dieser Primzahlen übereinstimmen. Also 
sind dies die sämmtlichen von einander verschiedenen in mm' 
aufgehenden Primzahlen ; hieraus folgt 

(—3 (■-{)('-{) I 

Da nun andererseits 

, w -.(i_D(i_«)(i_i) . . 

und 

ißt, so ergiebt sich durch den unmittelbaren Anblick die Richtig- 
keit des zu beweisenden Satzes. 
So ist z. B. 

<jp (60) = <p (4 • 15) = q> (4) <p (15) = 2-8=16. 

Uebrigens leuchtet ein, dass der soeben bewiesene Satz ohne Wei- 
teres auf ein Product aus beliebig vielen Zahlen w, m', m" . . . 
ausgedehnt werden kann, welche sämmtlich unter einander rela- 
tive Primzahlen sind; denn es ist z. B. 

<p(mm'm") = <p(m) <p{m'm") = (p(m) <p(m r ) (p(m") 

und ähnlich für eine grössere Anzahl von Factoren. 



(p(mm') = mm' 
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§• 13. 



Die Aufgabe, den Werth der Function q> (»») zu bestimmen, 
ist eigentlich nur ein specieller Fall von der folgenden: 

Wenn ö irgend ein Divisor der Zahl m ist, die Anzahl der- 
jenigen der Zahlen 



zu bestimmen, welche mit m den grössten gemeinschaftlichen Di- 
visor 8 haben. 

Wir können dieselbe sogleich auf den früheren speciellen 
Fall zurückführen. Zunächst leuchtet nämlich ein, dass die Zah- 
len, um welche es sich handelt, unter den Vielfachen von d 5 , also 
unter den Zahlen 



zu suchen sind. Damit nun ö der grösste gemeinschaftliche Di- 
visor von m = 8 und einer Zahl von der Form rö sei, ist 
erforderlich und hinreichend, dass der Coefficient r relative Prim- 
zahl gegen sei; die gesuchte Anzahl ist daher zugleich die 
Anzahl derjenigen der Zahlen 

lf 2, 6 . . . -j-, 

welche relative Primzahlen gegen die letzte ^ derselben sind; 



diese Auzahl ist folglich = 9 (-*-). Offenbar geht diese 'allge- 



meinere Aufgabe wieder in die frühere über, wenn der Divisor 
ö = 1 ist. 

Aus der Lösung dieser Aufgabe lässt sich nun ein schöner 
Satz über die Function 9'(w) ableiten, der in späteren Untersu- 
chungen eine grosse Rolle spielt. Schreiben wir einmal alle Di- 
visoren 



1, 2, 3 



m 



*, 2fl, 3 6, . . . 7* 




ö', d", ö'" . . . 
der Zahl m auf, und theilen wir alle m Zahlen 

1, 2, 3 . . tu 
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in ebenso viele Gruppen ein. als es Divisoren 6 von m giebt, in- 
dem wir alle die Zahlen, welche mit m den grössten gemein- 
schaftlichen Divisor d' haben und deren Anzahl nach dem Vor- 
hergehenden = <p ist, in die erste Gruppe, ebenso alle die 

Zahlen, weiche mit m den grössten gemeinschaftlichen 

Divisor d" haben, in die zweite Gruppe aufnehmen u. s. f. So 
leuchtet ein, dass jede der m Zahlen in eine, aber auch nur in 
eine solche Gruppe aufgenommen wird, und es muss daher das 
Aggregat der Zahlen 

K^)- (p (^ r ) - • " 

welche angeben, wie viele Zahlen der ersten, zweiten, dritten u.s.w. 
Gruppe angehören, mit der Anzahl m der sämmtlichen in diese 
Gruppen vertheilten Zahlen übereinstimmen. Wir erhalten daher 
den Satz 

/ m \ / m \ . / m \ 

*\v) + + +•••='» 

oder 

worin das Summenzeichen sich auf die sämmtlichen Divisoren 
8 der Zahl m bezieht. Es ist leicht, diesem Satze noch eine et- 
was andere Form zu geben; bedenkt man nämlich, dass, wenn für 
Ö der Reihe nach alle Divisoren von m gesetzt werden, der Quo- 
tient y ebenfalls jedesmal ein Divisor von m wird, und dass auf 

diese Weise -y jedem Divisor von m und jedem nur einmal gleich 
wird ^denn verschiedenen Werthen von Ö entsprechen auch ver- 
schiedene Werthe von so leuchtet ein, dass der Complex 

der Zahlen -r- vollständig mit dem Complex der Divisoren d über- 
einstimmt; wir können den obigen Satz daher auch so schreiben: 

2J (p (d) = w, 
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wo wieder das Summenzeichen sich auf alle Divisoren 8 der Zahl 
m bezieht. 

Es wird gut sein, diesen Satz wieder an einem Beispiel zu 
prüfen. Nehmen wir m — 60, so sind die Zahlen 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60 

die sämmtlichen Divisoren d von 60. Nun ist 

qp(l) =1, (jp(2) = 1, ?(3) =2, g>(4) =2, 
<p (5) = 4, <p (6) = 2, <p (10) = 4, (p (12) = 4, 
<p (15) = 8, <jp (20) = 8, 9 (30) = 8, 9 (60) = 16; 

und die Summe aller dieser Zahlen ist in der That = 60. 

§. 14. 

Der soeben gegebene Beweis dieses wichtigen Satzes über 
die Function (p(m) ergab sich unmittelbar aus dem Begriff 
dieser Function ohne Hülfe der vorher für dieselbe gefundenen 
Form und ohne alle Rechnung*); es wird aber gut sein, noch 
einen zweiten Beweis hinzuzufügen, welcher mehr rechnend zu 
Werke geht und die früher abgeleitete Form der Function und 
die daraus gezogenen Folgerungen voraussetzt. 

Jeder Divisor 6 der Zahl 

m = a tt b ß ... 

hat die Form 

d = a«W . . . 

wo wie früher u,b,c... von einander verschiedene Primzahlen 

bedeuten. Da also a a , , c y ... unter einander relative 
Primzahlen sind, so ist 

9 (*) = <p (««') <p(&0 9 ( c /) ... 

Um nun alle Divisoren ö der Zahl m zu erhalten, muss man 



*) Dieser Satz charakterisirt umgekehrt die Function <p(m) vollständig, 
so dass [aus ihm auch die (in §.11 gefundene) Form derselben abgeleitet 
werden kann; siehe die Supplemente VII, §. 138. 
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«' die Zahlen 0, 1, 2 . . . u 
ß' n » 0, 1, 2 ... ß 
/ » n 0, 1, 2 ... y 
u. s. w. 

durchlaufen lassen. Bildet man nun das Aggregat aller entspre- 
chenden Werthe <p (d), so leuchtet ein, dass dasselbe mit dem 
Product aus den folgenden Summen 

<M1) f + ?(«"') \- ■ ■ - I- <p(a") 

V0) 4- Vi« + 9>(* 3 ) I • • • + <P{b?) 
VO) + h 9(c*) f • • • 4- 9(^ y ) 

u. s. w. 

übereinstimmt. Die ersto dieser Summen ist aber gleich 

1 + {a— 1) + (a-1) a + • • • + (a - 1) a"~ l 
= 1 f (a a — l) = a Ä ; 

ebenso ist 6^ die zweite, c y die dritte Summe u. s. f. Es ergiebt 
sich daher, dass das Aggregat 

£<p(ö) = a" • b ß • c y • • • = m 
ist, was zu beweisen war. 

§• 15. 

Wir wenden uns nun noch zu einer Aufgabe, deren Lösung 
zu einem rein arithmetischen Beweise eines Satzes führt, welcher 
sonst gewöhnlich durch andere Betrachtungen erwiesen wird. Es 
handelt sich darum, wenn w eine beliebige ganze Zahl und p eine 
beliebige Primzahl ist, den Exponenten der höchsten Potenz von 
p zu bestimmen, welche in der Facultät 

m! = 1 • 2 • 3 • • • m 

tit 

aufgeht. Bezeichnen wir mit m' die grösste in dem Bruch — ent- 

ttl 

halteue ganze Zahl (so dass «*' ^ — < m' 1), so sind unter 
den m Factoren von m ! nur die folgenden w' durch p theilbar 

p, 2^>, 3p - ' • m'p\ 
und da die übrigen Factoren bei unserer Frage keine Rolle spie- 
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Jen, so stimmt der gesuchte Exponent mit dem Exponenten der 
höchsten Potenz von p Uberein, welche in dem Product 

1-2 • • • m' • p m ' 

dieser Multipla von p aufgeht, und ist daher gleich der Summe 
aus »»' und dem Exponenten der höchsten Potenz von p, welche 
in der Facultät 

t»7 = 1 • 2 • • • m' 

aufgeht Hieraus ergieht sich unmittelbar, dass der gesuchte Ex- 
ponent gleich 

m' 4- m" -f m'" -f • • • 

ist, wo m",m'" ■ • • die grössten in — , • • enthaltenen ganzen 

p p 

Zahlen bedeuten. Offenbar ist die Reihe der Zahlen m',m",m"' . . . 
eine abnehmende, und folglich eine endliche; der gesuchte Expo- 
nent wird = 0 sein, wenn p]>m ist; denn dann ist schon m' = 0. 
Es mag beiläufig noch bemerkt werden, dass die Zahlen »•', w", 

m'" . . . auch die grössten resp. in — , ~, ^ • • • enthaltenen 

MI 

ganzen Zahlen sind; ist nämlich r die grösste in — , und s die 

grösste in ^ enthaltene ganze Zahl, so ist s auch stets die grösste 
Ith 

in — enthaltene ganze Zahl. 

Ist z. B. m = GO und p = 7, so ist die grösste in 
60 

— enthaltene ganze Zahl m' ~ 8 

und die grösste in 

8 00 

- oder in — enthaltene ganze Zahl m" = 1 

und die grösste in 

1 GO " 

j oder in ^ enthaltene ganze Zahl m'" = 0; 

also ist 

7 S + I =7 9 

die höchste Potenz von 7, welche in der Facultät GO / aufgeht. 
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Durch das so gewonnene Resultat sind wir in den Stand ge- 
setzt, folgenden Satz zu beweisen: Ist 

m =f + g + h 4- • • 

so ist 

m ! 

f! g!h! . . . 

eine ganze Zahl. 

Denn wenn p irgend eine im Nenner aufgebende Primzahl 
ist, und wenn wir eine der frühern analoge Bezeichnung beibehal- 
ten, so sind 

/ + /" + /" + • • • 

!/' + </" + 9"' 4- • • • 
h' 4- h" + h'" + ■ • • 

u. s. w. 

die Exponenten der höchsten Potenzen von p, welche resp. in //. 
in in /*/ u. s. w. aufgehen, und folglich ist 

(/' + // 4 h' 4 • • •) + (/" + 9" + h" 4- • • ) 
4 (/"' 4- 9'" + h'" +•..)+ • • • 

der Exponent der höchsten Potenz von p, welche in dem ganzen 
Nenner aufgeht. Andererseits ist 



m' f- w" 4- m'" ]- 



« • • 



«44 



der Exponent der höchsten im Zähler aufgehenden Potenz von p ; 
es ist daher nur zu zeigen, dass die letztere Summe nicht kleiner 
ist als die erstere. Da nun 

p p p p 
ist, so leuchtet unmittelbar ein, dass 

M'^/' + ^ + A'-f • 
sein muss; hieraus folgt aber wieder 

**L + L + V. + 

P P P P 

also a fortiori 

m" ^ /" 4- y" + h" + 
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u. s. f., woraus die Richtigkeit der obigen Behauptung erhellt. 
Da nun jede im Nenner aufgehende Primzahl mindestens ebenso 
oft im Zähler aufgeht, so ist der Zähler theilbar durch den Nen- 
ner, der Bruch selbst also wirklich eine ganze Zahl *). 

§. 16. 

Hiermit beschliessen wir die Reihe der Sätze über die Theil- 
barkeit der Zahlen; aber es ist wohl der Mühe werth, an dieser 
Stelle noch einen Rückblick auf den Entwicklungsgang dieser un- 
serer bisherigen Untersuchungen zu werfen. Da beobachten wir 
nun vor allen Dingen, dass das ganze Gebäude auf einem Fun- 
dament ruht, nämlich auf dem Algorithmus, welcher dazu dient, 
den grössten gemeinschaftlichen Theiler zweier Zahlen aufzufin- 
den. Dass alle nachfolgenden Sätze, wenn sie sich auch zum 
Theil auf erst später eingeführte Begriffe, wie die der relativen 
und absoluten Primzahlen, beziehen, doch nur einfache Conse- 
quenzen aus dem Resultat jener ersten Untersuchung sind, ist so 
evident, dass man unmittelbar zu der Behauptung berechtigt wird : 
in jeder analogen Theorie, in welcher ein dem Algorithmus des 
grössten gemeinschaftlichen Divisors ähnlicher Algorithmus exi- 
stirt, muss auch ein System von Folgerungen Statt finden, wel- 
ches dem in unserer Theorie entwickelten ganz analog ist. In 
der That giebt es solche Theorieen ; betrachtet man z. B. alle in 
der Form 

t + u V :zr ä 



*) Hieraus folgt auch, dass jedes Product von m successiven ganzen 
Zahlen 

(q + 1) (a-r-2) . . . (q + ro- 1) (a + «t) 

stets durch das Product der ersten m ganzen Zahlen 

m ! = 1 ; 2 • 3 • • • (mj — 1) m 

theilbar ist; denn der Quotient 

(q-f-1) (a + 2) . . . (q-fw — 1) (q-f-m) 
1 . 2 ... Im — 1) m 

ist gleich 

(a + ») / * , 
a ! ml 

und folglich eine ganze Zahl. 
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enthaltenen Zahlen, in welcher a eine bestimmte positive, t und n 
dagegen unbestimmte reelle ganze Zahlen bedeuten, und nennt 
dieselben ganze complexe Zahlen oder kurz ganze Zahlen , so 
kann man den Begriff des Vielfachen so fassen, dass eine solche 
Zahl ein Vielfaches von einer zweiten heisst, wenn die erste ein 
Product aus der zweiten und irgend einer dritten solchen Zahl 
ist Aber nur für gewisse besondere Werthe von a, z. B. für 
o=l, lässt sich die Frage nach den gemeinschaftlichen Diviso- 
ren zweier Zahlen durch einen endlich abschliessenden Algorith- 
mus beantworten, der dem in unserer reellen Theorie ganz ähn- 
lich ist; es fi ndet daher in der Theorie der Zahlen von der Form 
t -f uY — 1 auch durchgängige Analogie mit unserer Theorie der 
reellen Zahlen Statt. Ganz anders verhält es sich, wenn z. B . 
a = 11 ist; in der Theorie der Zahlen von der Form t -f uV — 1 1 
findet unter andern der Satz nicht mehr Statt, dass eine Zahl nur 
auf eine einzige Weise als Product von nicht weiter zerlegbaren 
Zahlen dargestellt werden kann; so z. B. lässt sich die Zahl 15 
einmal als 3 • 5, ein anderes Mal als (2 + V— Ii) (2 — V — 1 0 
darstellen, obgleich jede der vier Zahlen 

3, 5, 2 + \T-Tl, 

nicht weiter in Factoren von der Form t -f- u V — 1 1 zerlegbar ist. 
Der Grund dieser interessanten Erscheinung liegt allein darin, 
dass es bei den Zahlen dieser Form nicht mehr gelingt, einen 
nach einer endlichen Anzahl von Operationen abschliessenden Al- 
gorithmus zur Auffindung der gemeinschaftlichen Divisoren zweier 
Zahlen zu bilden*). 



*) Die Einfuhrung der ganzen complexen Zahlen von der Form 
t-\-uV — 1 rührt von Gauss her; eine kurze Darstellung der Elemente 
dieser neuen Zahlentheorie findet man in seiner Abhandlung Theoria rest- 
duorum biquadraticorum II, oder in einer Abhandlung von Dirichlet: 
liecherches sur les formes quadratiqnes ä coefficients et ä indeterminres 
comple.rcs (Crellc's Journal XXIV). Das oben erwähnte abweichende Ver- 
halten anderer Zahlformen hat Kummer zur Einführung der idealen Zahlen 
veranlasst (CrelJe's Journal XXXV.). 
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Von der Congruenz der Zahlen. 

§. 17. 

Bedeutet k irgend eine positive ganze Zahl, solässt sich jede 
beliebige (positive oder negative) ganze Zahl a stets und nur auf 
eine einzige Weise in die Form 

a = sk 4- r 

bringen, in welcher s eine ganze Zahl und r eine der k Zahlen 

0, 1, 2 . . . (k— 1) 

bedeutet. Denn lässt man zunächst s alle ganzen Zahlwerthe von 
— qo bis -f-oo durchlaufen, so bilden die Zahlen sk die sämmtli- 
chen Multipla von und von einem solchen Multiplum sk bis 
zum nächst grössern (s + l)k excl. giebt es immer nur k Zahlen, 
nämlich 

sk, sk+l, sk + 2 . . . sk + (k — 1); 

giebt man daher dem s alle denkbaren ganzen Zahlwerthe, und 
dem r jedesmal alle jene bestimmten k Werthe, so durchläuft der 
Ausdruck sk + r wirklich alle ganzen Zahlwerthe a; dass ferner 
jede Zahl a auf diese Weise nur ein einziges Mal erzeugt wird, 
leuchtet auf folgende Weise ein. Wenn 



s'k -fr' = sk + r 

Diricblet, Zahlentheorie. 



3 
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ist, so folgt daraus 

r' — r = (s — s')k\ 

wenn nun r' ebenfalls eine der k Zahlen 0, 1, 2 ... (k — 1) ist, so 
ist der absolute Werth von r' — r ebenfalls eine dieser Zahlen, 
also kleiner als k ; da aber r' — r ein Multiplum von k ist, so kann 
r' — r nur = 0 sein, woraus r' = r und s' = s folgt. 

Wir werden nun im Folgenden sagen, dass die Zahl r der 
Rest der Zahl a in Bezug auf den Modulus k ist; sobald ferner 
zwei Zahlen a und b in Bezug auf denselben Modulus k denselben 
Rest r lassen, sollen sie gleichrestig oder (nach Gauss) congruent 
in Bezug auf den Modulus k heisscn; da in diesem Fall a = sk -f r 
und b = s'k + r ist, so folgt, dass die Differenz a — b = (s — s')k 
durch den Modulus k theilbar ist; und umgekehrt, ist a — b durch 
k theilbar, so sind die Zahlen a und b auch congruent in Bezug 
auf den Modul k\ denn ist r der Rest von a, r' der von 6, also 

a = sk -f r, b = s'k + r', 

so ist 

a — b — ( s — s')k + (r—r'); 

da nun der Voraussetzung nach a — b ein Multiplum von k ist, so 
muss auch r' — r ein solches sein, was, wie wir vorher gesehen 
haben, nicht anders möglich ist, als wenn r' — r ist. Man könnte 
daher congruente Zahlen auch als solche definiren, deren Diffe- 
renz durch den Modul theilbar ist. (Aus diesem Grunde hat man 
die Bedeutung des Wortes Rest in der Weise erweitert, dass jede 
von zwei einander nach dem Modul k congruenten Zahlen a und 
b ein Rest der andern heisst.) 

Da man sehr häufig die Congruenz zweier Zahlen a und b in 
Bezug auf eine dritte k als Modul auszudrücken hat, so ist von 
Gauss für dieselbe ein eigenes Zeichen eingeführt; man schreibt 
nämlich 

a ~ b (modj). 

So ist z. B. 

3 == — 25 (mod. 4), 65 = 16 (mod. 7). 

Da die beiden Zahlen a und b in dem Begriffe der Congruenz 
dieselbe Rolle spielen, so darf man offenbar die zur Linken und 
Rechten des Zeichens = stehenden Zahlen mit einander vertauschen. 
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Ferner leuchten aus dem Begriffe der Congruenz leicht die fol- 
genden Sätze ein: 

1) Sind a und k zwei beliebige Zahlen, so ist stets 

a = a (mod. k). 

2) Ist in Bezug auf denselben Modulus k eine erste Zahl a 
einer zweiten 6, diese wieder einer dritten c congruent, so ist auch 
die erste a der dritten c in Bezug auf k congruent; in Zeichen: 
ist 

a = b (mod. 6 = c (mod. k), 

so ist auch 

a = c (mod. k). 

Denn die Reste der drei Zahlen a, b,c sind einander gleich; oder 
auch, da a — b und b — c Multipla von k sind, so ist auch (o — b) 
-\- (b c) = a — c Multiplum von k. 

3) Ist 

a = b (mod. k) und m = n (mod. k), 

so ist auch 

a + m = b +n (mod. k) und a — m = 6 — n (mod.^). 

Denn da a — b und m — n Multipla von Ä; sind, so sind auch 
(a — b) +- (m — n) = (a + m) — (b + n) und (a — b) — (m — n) 
= (a — m) — (b — n) Multipla von fc. 

Dies lässt sich für eine beliebige Anzahl von Congruenzen 
erweitern, die sich auf denselben Modulus beziehen; man kann sie 
addiren und subtrahiren wie Gleichungen. 

4) Ist wieder 

a = b (mod.Ä) und m = n (mod. k), 

so ist auch 

am = bn (mod.k). 

Denn da a — b ein Vielfaches von k ist, so ist zunächst auch 
(a — b)m — am — 6m ein solches, also 

am = 6m (mod. ; 

3* 
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i 

da ferner m — n ein Vielfaches von k ist, so ist auch b {m — n) 
= bm — bn ein solches, also 

bm = bn (mod.fc); 

die beiden Zahlen am und bn sind daher derselben Zahl bm con- 
gruent, folglich sind sie auch unter einander congruent. 

Auch dieser Satz lässt sich dahin verallgemeinern, dass man 
eine ganze Reihe von Congruenzen, die sich auf denselben Modul 
beziehen, mit einander multipliciren kann wie Gleichungen; und 
hieraus folgt wieder, dass gleich hohe Potenzen zweier congruen- 
ten Zahlen wieder congruent sind in Bezug auf denselben Mo- 
dulus. 

5) Die bisherigen Sätze kann man folgendermaassen zusam- 
menfassen. Ist f(%,y,2 • . •) eine ganze rationale Function der 
Unbestimmten x y y,z . . ., deren Coefficienten ganze Zahlen sind, 
und ist in Bezug auf einen und denselben Modulus k 

a = a', b = b\ c = c' . • ., 

so ist auch 

/(o,6,c . . .) = f(a\b',c' . . .) (mod.fc). 

6) Etwas anders verhält es sich bei der Division. Ist näm- 
lich 

am = bm (mod. k), 

so kann man hieraus im Allgemeinen nicht mit Sicherheit schlies- 
sen, dass auch a = b (mod. k) sein muss; bezeichnen wir mit S 
den grössten gemeinschaftlichen Divisor der beiden Zahlen m und 
so folgt aus der obigen Congruenz nur, dass 

a = b (moA. ^ 

sein muss. Denn da m (a — b) durch fr, also j(a — b) durch -| 

theilbar, und ~ relative Primzahl gegen ^ ist, so muss (a — b) 
k 

durch j theilbar sein, 
o 

7) Ist 

a = b (mod. k) 
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und m irgend ein Divisor von k, so ist auch 

a = b (mod.ro). 

Denn o — b ist ein Multiplum von und k ein Multiplum von ro ; 
also ist a — b auch ein Multiplum von ro. 

8) Ist 

a = b (mod. k) und a = b (mod. /) und a = b (mod. m), u. s. w. 
so ist auch 

a = b (mod. h), 

wo h das kleinste gemeinschaftliche Multiplum von k,l,m ... be- 
zeichnet Denn a — b ist ein gemeinschaftliches Multiplum aller 
dieser Zahlen, also auch Multiplum von h. 

Hieraus folgt auch noch als ein besonders bemerkenswerther 
specieller Fall, dass, wenn eine Congruenz richtig ist in Bezug 
auf eine Reihe von Moduln, die sämmtlich unter einander relative 
Primzahlen sind, dieselbe auch in Bezug auf einen Modul gilt, 
welcher das Product aus allen jenen Moduln ist 



§. 18. 

Da jede beliebige Zahl a ihrem Reste r in Bezug auf den 
Modul k congruent ist, so ist jede Zahl a einer der k Zahlen 

0, 1, 2 . . . {k — l) 

congruent ; sie kann aber auch nur einer dieser Zahlen congruent 
sein, denn sonst müssten ja auch unter diesen k Resten minde- 
stens zwei einander congruent sein, was offenbar nicht der Fall 
ist. Theilen wir daher sämmtliche Zahlen in (Hassen ein nach 
dem Princip, dass wir jedesmal zwei Zahlen in dieselbe oder in 
verschiedene Glassen werfen, je nachdem sie in Bezug auf den 
Modulus k congruent sind oder nicht, so ist die Anzahl dieser 
Classen offenbar =k; die eine enthält sämmtliche Zahlen, welche 
= 0 (mod. k), d. h. durch k theilbar sind ; die folgende Classe ent- 
hält alle Zahlen, welche = 1 (mod. k) sind, u. s. f. 

Greift man nuu aus jeder dieser Classen nach Belieben ein 
Individuum heraus, so hat das so gebildete System von k Zahlen 
die charakteristische Eigenschaft, dass jede beliebige ganze Zahl 
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stets einer und auch nur einer von diesen k Zahlen congruent ist ; 
ein solches System, wie es z. B. auch die Zahlen 

0, 1, 2 . . . (k — 1) 

bilden, nennt man ein vollständiges System nicht congruenter (oder 
incongruenter) Zahlen oder ein vollständiges Bestsystem in Bezug 
auf den Modul k; offenbar bilden auch die Zahlen 

1, 2, 3 . . . k 

und ebenso je Je successive ganze Zahlen ein solches System. 

Alle Zahlen, welche einer und derselben Classe angehören, 
haben nun mehrere allen gemeinschaftliche Eigenschaften, so 
dass sie in Bezug auf den Modul fast die Rolle einer einzigen Zahl 
spielen. Wir haben schon früher gesehen, dass jede Zahl, welche 
in einer Gongruenz als Summand oder als Factor aultritt, unbe- 
schadet der Richtigkeit der Congruenz durch jede andere ihr con- 
gruente, d. h. derselben Classe angehörige Zahl ersetzt werden 
dar£ Ein anderes Element, welches allen in einer Classe enthal- 
tenen Individuen gemeinschaftlich ist, bildet der grösste Divisor, 
den sie mit dem Modul k gemeinschaftlich haben; denn sind a 
und b zwei congruente Zahlen, so ist 

a = b -f sft, 

und folglich ist jeder gemeinschaftliche Divisor von a und k auch 
gemeinschaftlicher Divisor von b und k. Man kann daher nach 
diesem grössten gemeinschaftlichen Divisor die Classen wieder in 
Gruppen eintheilen, und da die Zahlen 

1, 2 • • • k 

ein vollständiges System incongruenter Zahlen bilden, so ist, wenn 
d irgend einen Divisor von k bezeichnet, <p die Anzahl derje- 
nigen Classen, welche solche Zahlen enthalten, die d zum grössten 
gemeinschaftlichen Divisor mit dem Modul k haben. Speciell ist 
also <p(k) die Anzahl derjenigen Classen, welche nur Zahlen ent- 
halten, die relative Primzahlen gegen den Modulus k sind. 

Von besonderer Wichtigkeit für spätere Untersuchungen ist 
auch noch folgender Satz: 

Ist a relative Primzahl gegen den Modulus ft, und setzt man in 
dem linearen Ausdruck ax-\-b für x der Reihe nach alle k Glieder 
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eities vollständigen Systems incongruenter Zahlen ein, so bilden die 
so entstehenden Werthe dieses Ausdrucks wieder ein vollständiges 
System incongruenter Zahlen. 
Da nämlich aus 

ax -f b = ay -f b (mod. Je) 

auch 

ax = ay (mod.Ä) 

und, da a relative Primzahl gegen Je ist, nach §. 17, 6) auch 

x = y (mod. k) 

folgt, so ergiebt sich, dass alle Werthe des Ausdrucks ax -f b, 
welche incongruenten Werthen von x entsprechen, ebenfalls in- 
congruent sind ; setzt man daher für x alle Je incongruenten Zah- 
len ein, so erhält der Ausdruck ax -f- b auch Je incongruente 
Werthe, welche, da es überhaupt nur Je Classen giebt, ein vollstän- 
diges System incongruenter Zahlen bilden. 



§. 19. 

Betrachten wir jetzt den Ausdruck ax, in welchem a wieder 
relative Primzahl gegen den Modul Je ist, und setzen wir wieder 
für x der Reihe nach die Glieder eines vollständigen Systems in- 
congruenter Zahlen ein, aber nicht alle, sondern nur diejenigen 

«i, «2> <h • • 

welche relative Primzahlen gegen den Modul Je sind, und deren 
Anzahl nach dem vorigen Paragraphen gleich q> (Je) ist, so leuch- 
tet erstens ein, dass die Werthe des Ausdrucks ax, d. L die Pro- 
dukte 

ooi, aaq, 003 . • • 

s am ratlich incongruent sind, ferner, dass dieselben sämmtlich wie- 
der relative Primzahlen gegen Je sind; es wird daher jedes dieser 
Producte einem und nur einem Gliede der Reihe 

«i» fl», «» • • ■ 
congruent sein. Wir können daher setzen 

cm, = b x 
aa? = b 2 
aa 3 = 6 8 

IL 8. W. 



(mod. Je), 
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wo nun die Zahlen 

61, fcj, b z . . . 
vollständig, wenn auch in anderer Ordnung, mit den Zahlen 

«Ii Oa, Os • • • 
übereinstimmen, so dass namentlich 

a>\ O* <h . • • = 61 Oj ö 3 . . . 

sein wird. Bezeichnen wir zur Abkürzung dieses Product mit P, 
und multipliciren wir die vorstehenden q> (k) Congruenzen mit ein- 
ander, so erhalten wir daher 

. p == p (mod. k). 

Nun ist aber P ein Product von lauter Zahlen, die relative Prim- 
zahlen gegen den Modul sind, also selbst relative Primzahl gegen 
den Modul k \ es ist daher nach §. 17, 6) gestattet, die vorstehende 
Congruenz durch den gemeinschaftlichen Factor P beider Seiten 
ohne Weiteres zu dividiren. Auf diese Weise erhalten wir die 
Congruenz 

a? w = 1 (mod. k); 

in Worten kann man diesen höchst wichtigen Satz folgendermaassen 
aussprechen: 

Ist a relative Primzahl gegen die positive Zahl k, und erhebt 
man a zu einer Potenz, deren Exponent (p (k) ungiebt, wie viele der 
Zahlen 

1, 2, 3 . . . k 

relative Primzahlen gegen k sind, so lässt diese Potenz, durch k di- 
vidirt, stets den Rest 1. 

Nehmen wir z. B. k = 15, a = 2, so ist a wirklich relative 
Primzahl gegen k; nun ist 9 (k) = 9 (15) = (jp (3) 9 (5) = 8; es 
muss daher 2 8 , durch 15 dividirt, den Rest 1 lassen ; in der That 
ist 

2 8 = 256 = 17-15 + 1. 

Es kann übrigens vorkommen, dass auch Potenzen von a mit 
niedrigerm Exponenten als q> (k) denselben Rest 1 geben. Dies 
tritt wirklich in dem eben gewählten Beispiel ein, denn es ist auch 

2 4 = 16 = 1 • 15 + 1. 
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Specialisiren wir unsern Satz für den Fall, dass k nur durch 
eine einzige Primzahl p theilbar, also 

ist, so erhalten wir den Satz : 

Ist p eine Primzahl und a irgend eine durch p nicht iheilbare 
Zahl, so ist 

a (P~Dp*- l _ j (mod.^). 

Nehmen wir ferner hierin n = 1, so erhalten wir einen be- 
rühmten Satz, der zuerst von Fermat aufgestellt ist und daher der 
Fermat'sche Satz heisst: 

Ist p eine Primzahl und a irgend eine durch p nicht iheilbare 
Zahl, so ist 

a v ~ l = 1 (mod.j)). 

Man kann diesen Satz so umformen, dass er auch für den 
Fall gültig bleibt, wenn a durch p theilbar ist ; zu diesem Zweck 
braucht man nur die vorstehende Congruenz mit a zu multipli- 
ciren, wodurch sie in die folgende 

a p = a (mod.p) 

übergeht. Ist nämlich a theilbar durch p, so sind beide Seiten 
dieser Congruenz = 0 (mod. p), also ist sie auch dann noch rich- 
tig. Umgekehrt kann man aus dieser Form des Satzes auch wie- 
der die frühere ableiten ; denn sobald a nicht theilbar durch p, 
also relative Primzahl gegen p ist, darf man beide Seiten dieser 
Congruenz auch wieder durch a dividiren, ohne den Modul zu 
ändern. 

Kehren wir zu dem allgemeinen Satz zurück, der zuerst von 
Euler bewiesen ist und den Namen des verallgemeinerten Fer- 
mat'schen Satzes führt, so können wir denselben auch in folgen- 
der Weise aussprechen: Sind p, r, s . . . von einander verschie- 
dene absolute Primzahlen, und ist a durch keine dieser Primzah- 
len theilbar, so ist stets 

a (p-»p Ä_1 • (r-i)r<? -1 . (*-i>j*~ l • • == 1 (mod. p n r*s c . . .), 
worin x, q, 6 . . . irgend welche ganze positive Zahlen bedeuten. 
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§. 20. 

Es ist wohl nicht überflüssig, dem vorhergehenden Beweise die- 
ses wichtigen Satzes einen zweiten hinzuzufügen, der gradatim zu 
Werke geht und sich zunächst auf den binomischen Satz stützt. 
Ist p irgend eine ganze positive Zahl, so ist zufolge dieses Satzes 
bekanntlich 

(« + &)' = 

a p + £ a p~i b + . . . + -y-,-^-. a p - r V + • • • + & p ; 
1 r!(p — r) / 

hierin sind (nach §. 15) alle Coefficienten ganze Zahlen. Ist aber 
p eine Primzahl, so können wir hinzufügen, dass alle Coefficienten 
mit Ausnahme des ersten und letzten, welche = 1 sind, durch p 
theilbar sind ; denn der Zähler des Bruches 

PI 

r/Q>-r)/' 

in welchem r eine der Zahlen 1, 2, 3 . . . (p — 1) bedeutet, ent- 
hält den Factor p, der Nenner dagegen nicht; er ist also von der 
ntn 

Form , wo n nicht theilbar durch p. also auch relative Prim- 
n r 

zahl gegen p ist; da wir aber ferner wissen, dass dieser Bruch 

eine ganze Zahl, dass also pm durch n theilbar ist, so muss m 

durch n theilbar sein; der Bruch hat daher die Form p • — , wo 

n 

der zweite Factor eine ganze Zahl ist; und folglich ist jeder die- 
ser (p — 1) Coefficienten = 0 (mod. p). Sind daher a und b ir- 
gend welche ganze Zahlen, so erhalten wir die folgende Congruenz 

(a + b) p = a p + b p (mod. p) y 

wobei also vorausgesetzt ist, dass p eine Primzahl ist. Offenbar 
folgt hieraus weiter 

(a + b + c) p = (a + b) p + c p = a p -f- b p -f c p (mod.jp) 

und allgemein für eine beliebige Reihe von n ganzen Zahlen a, 
b • . . Ji ' 

(o + b + • • • + hf = a p -h b p + • • • + h p (mod.p). 
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Setzen wir hierin a = 1, b = 1 . . . h = 1, so erhalten wir für 
jede beliebige positive ganze Zahl n den Satz: 

n p = n (mod. p). 

Da ferner für jede ungerade Primzahl ( — \) p = — 1, und für die 
einzige gerade Primzahl p — 2 ebenfalls ( — l) p = 1 = — 1 (mod.p) 
ist, so erhalten wir durch Multiplication der vorstehenden Con- 
gruenz mit der andern 

(-1)*=_1 (mod. p) 

die neue 

(— n) p = — n (mod. p) 
Also ist der Fermat'sche Satz 

a p = a (mod. p) 

für jede positive und negative Zahl a bewiesen, während er für 
a = 0 unmittelbar evident ist. Wenn nun a nicht durch p theil- 
bar ist, was wir von jetzt annehmen wollen, so folgt hieraus, dass 

a p_1 = 1 (mod.p), d. h. a p ~ l = 1 + hp 

ist, wo h eine ganze Zahl bedeutet Erheben wir diese Gleichung 
zur jpten Potenz und entwickeln die rechte Seite wieder nach dem 
binomischen Satze, so zeigt sich, dass alle Glieder mit Ausnahme 
des ersten Multipla von p* sind ; wir erhalten daher 

a (p-i)p — \ _j_ h'p* oder a'P- 1 ^ = 1 (mod.p 2 ), 

wo wieder h' eine ganze Zahl bedeutet. So kann man fortfahren, 
indem man jedesmal wieder zuraten Potenz erhebt, und gelangt 
auf diese Weise zu der Congruenz 

a ip-»p n ~ l == l (mod.p w ), 

deren Allgcmeingültigkeit sich in derselben Weise durch den 
Schluss von % auf n -f- 1 nachweisen lässt. 

Sind nun r, s . . . ebenfalls Primzahlen, welche nicht in a 
aufgehen, so ist nach demselben Satze 

a <r-i)r<?- 1 = i (mod r C), fld-i)/ -1 = i (mod.s a ) . . . 
Setzen wir ferner zur Abkürzung 

h= (p-l)p 1 '- 1 . (r — (s — l)s a ~ x . . . 
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und berücksichtigen wir, dass aus jeder Cougruenz von der Form 

a n = 1 (mod. m) 

auch die Congruenz 

a h = 1 (mod. m) 

folgt, sobald h ein Multiplum von a ist, so ergiebt sich, dass die 
Congruenz 

a" = 1 

für jeden der Moduln p n ,r Q ,s a . . . und folglich, da dieselben 
relative Primzahlen sind, auch für den Modul 

k = p n r e s ff . . . 

gilt. Hiermit ist also von Neuem der verallgemeinerte Fermat'- 
sche Satz erwiesen. 

§. 21. 

Es kommt häufig vor, dass eine oder beide Seiten einer Con- 
gruenz eine oder mehrere unbestimmte Zahlen y . . . enthal- 
ten, und es wird dann die Aufgabe gestellt, alle gauzzahligen 
Werthe von y . . . zu suchen, durch welche die beiden Seiten 
der Congruenz wirklich einander congruent werden. Je nach der 
Anzahl der Unbestimmten x } y . . . heisst dann eine solche Con- 
gruenz eine Congruenz mit einer, zwei oder mehreren Unbekann- 
ten, ähnlich wie dies bei Gleichungen zu geschehen pflegt. Auch 
hier nennt man dann solche specielle Werthe von x,y..., welche 
die Congruenz zu einer identischen machen, Wurzeln der Con- 
gruenz, und das Problem der Auflösung einer Congruenz besteht 
in der Auffindung ihrer sämmtlichen Wurzeln. Wir werden im 
Folgenden nur solche Congruenzen betrachten, welche eine ein- 
zige Unbekannte x enthalten und ausserdem sich auf die Form 

ax m + bx m ~ x -f • • • -f gx -f h = 0 (mod.fc) 

bringen lassen, worin m eine positive ganze Zahl und a, b . . . 
g, h ebenfalls gegebene ganze Zahlen bedeuten. Jeder Werth von 
x, der, in die linke Seite eingesetzt, dieselbe durch den Modul k 
theilbar macht heisst also eine Wurzel dieser Congruenz. Kennt 
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man irgend eine solche Wurzel x, so sind offenbar nach §. 17, 5) alle 
ihr nach dem Modul k congruenten Zahlen, d. h. alle Individuen 
der Classe, welcher diese Zahl x angehört, ebenfalls Wurzeln der- 
selben Congruenz; man sieht alle solche einander congruenten 
Wurzeln daher nur wie eine einzige Wurzel an, und das Problem 
der vollständigen Auflösung der Congruenz kommt daher darauf 
zurück, alle unter einander incongruenten Wurzeln derselben auf- 
zufinden. 

Ferner leuchtet ein, dass jede Wurzel der obigen Congruenz, 
sobald 

a = a', b = b' ... g=g\ h = h' (mod. k) 

ist, auch eine Wurzel der Congruenz 

a'x m + Vx m - 1 + • • • -f g'x + *' = 0 (mod. k) 

sein wird, und umgekehrt. Beide Congruenzen sind daher auch 
nur wie eine und dieselbe anzusehen; denn beide stellen an die 
Unbekannte x genau dieselbe Forderung. Hieraus erhellt unmit- 
telbar, dass man aus jeder Congruenz von der obigen Form ohne 
Weiteres alle diejenigen Glieder fortstreichen darf, deren Coeffi- 
cienten durch den Modul theilbar sind ; der Exponent der höch- 
sten Potenz von x. welche nach dieser vorläufigen Ausscheidung 
zurückbleibt, heisst dann der Grad dieser Congruenz; ist z. B. in 
der obigen Congruenz der erste Coefficient a nicht durch den 
Modul k theilbar, so heisst dieselbe eine Congruenz mtcn Grades. 
Wenden wir diese Benennungen z. B. auf die Congruenz 

x* (i) = 1 (mod. k) 

an, so müssen wir sagen, dass dieselbe genau ebenso viele (incon- 
gruente) Wurzeln besitzt, als ihr Grad <p(k) Einheiten enthält; 
denn erstens genügen alle relativen Primzahlen gegen den Modul 
der Congruenz, und diese zerfallen in <p(k) Classen; und zweitens 
kann die Congruenz keine andern W T urzeln haben als diese ; denn 
der grösste gemeinschaftliche Divisor d einer Wurzel x und des 
Modul k ist auch gemeinschaftlicher Divisor der Zahlen x^ (k) und 
k, folglich auch (§. 18) der Zahlen 1 und k; folglich kann 6 nur 
= 1 sein. 



i 
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§. 22. 

Wir wenden uns nun nach den vorhergehenden allgemeinen 
Erörterungen zu dem einfachsten speciellen Fall, nämlich zu der 
Cougruenz ersten Grades, welcher man offenbar durch Transposi- 
tion des bekannten Gliedes stets die Form 

ax = b (mod. k) (1) 

geben kann. Betrachten wir auch hier zunächst nur den speciel- 
len Fall, in welchem der Coefficient o relative Primzahl gegen 
den Modul k ist, so ergiebt sich unmittelbar, dass diese Congruenz 
stets eine, aber auch nur eine Wurzel hat. Denn wir haben frü- 
her (§. 18) gesehen, dass die Werthe des Ausdrucks aar, welche 
man erhält, wenn man für x sämmtliche k Individuen eines voll- 
ständigen Systems incongruenter Zahlen einsetzt, wieder ein sol- 
ches System bilden ; unter den Werthen dieses Ausdrucks wird 
sich daher auch einer und nur einer finden, welcher derselben 
Classe angehört wie 6, d. h. welcher = b ist. Der verallgemei- 
nerte Fermat'sche Satz giebt nun auch ein Mittel an die Hand, 
die Wurzel dieser Congruenz unmittelbar zu bestimmen ; offenbar 
genügt jede Zahl 

x = b . a*™- 1 (mod. k) 

der obigen Congruenz. So findet man z. B., dass alle Wurzeln 
der Congruenz 

2x = — 3 (mod. 15) 

durch die Formel 

x = — 3 . 2 7 = 6 (mod. 15) 

gegeben werden. 

Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu und nehmen 
wir an, es sei ö der grösste gemeinschaftliche Divisor des Coeffi- 
cieuten a und des Modul k, so leuchtet zunächst ein, dass, wenn 
die Congruenz überhaupt eine Wurzel x besitzt, auch b durch ö 
theilbar sein muss; denn da ax mit dem Modul k den gemein- 
schaftlichen Divisor ö hat, so muss auch b = ax durch d theil- 
bar sein. Dies ist also eine unerlässliche Bedingung für die 
Möglichkeit der Congruenz; dass sie auch hinreichend für dieselbe 
ist, wird sich sogleich zeigen. 
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Gesetzt nun, es sei x eine Wurzel der Congruenz, also 

ax — b -f mk, 
wo m irgend eine ganze Zahl, so folgt hieraus 

a b , k 

d. h. jede Wurzel der ursprünglichen Congruenz ist auch Wurzel 
der Congruenz 

!*=!(mod.f) (2) 

und umgekehrt überzeugt man sich sogleich, dass jede Wurzel 
dieser letztern Congruenz auch eine Wurzel der erstem sein 
wird; denn aus 

a b . k 
6 X= ö+ m ö 

folgt auch wieder 

ax = b -f mk. 

Die beiden Congruenzen (1) und (2) stimmen daher hinsichtlich 

ihrer Wurzeln vollständig mit einander überein ; da nun in der 

a k 
letztern der Coefficient t- relative Primzahl gegen den Modul — 

o o 

ist, so haben wir wieder den frühern Fall: diese Congruenz ist 

stets lösbar, und alle ihr genügenden Zahlen bilden in Bezug auf 

k 

ihren Modul ^ nur eine einzige Classe, in der Weise, dass, wenn 
a eine bestimmte derselben ist, alle andern in der Form 

k 

x = a + * d < 3 > 

enthalten sind, wo z jede beliebige ganze Zahl bedeutet. Da nun 
alle diese Zahlen auch die sämmtlichen Wurzeln der Congruenz 
(1) bilden, so fragt es sich nur noch, wie viele in Bezug auf den 
Modul A; incongruente Zahlen unter ihnen sich vorfinden. Irgend 
zwei in der Reihe (3) enthaltene Zahlen 

« -f z \ und a + z'%- 
o o 
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werden offenbar stets und auch nur dann congruent in Bezug auf 
den Modulus k sein, sobald 



durch k, und also z' — z durch d theilbar ist; diese beiden Zah- 
len werden also einer und derselben Classe, oder verschiedeneu 
Classen in Bezug auf den Modul k angehören, je nachdem die 
beiden Zahlen z und z' einer und derselben Classe, oder verschie- 
denen Classen in Bezug auf den Modulus Ö angehören; woraus 
unmittelbar folgt, dass die Reihe (3) sämmtliche Individuen von 
6 verschiedenen Classen in Bezug auf den Modul k enthält, und 
es leuchtet ein, dass die folgenden Ö Zahlen 

a, a + |, o + 2 | . . . « 4- (ö — 1) | 

aus jeder dieser d Classen einen Repräsentanten enthalten. Wir 
haben mithin folgendes allgemeine Resultat gewonnen: 
Damit die Congruenz 

ax = b (mod. k) 

überhaupt Wurzeln besitze, ist erforderlich, dass b durch den gross- 
ten genieinschaßJichen Divisor d der beiden Zahlen a und k theilbar 
sei; ist diese Bedingung erfüllt, so hat die Congruenz genau d in- 
congruente Wurzeln. 

Es ist zu bemerken, dass in dem früher behandelten Fall, in 
welchem d = 1 ist, die erforderliche Bedingung stets erfüllt ist, 
ferner, dass dieser Satz auch noch für den Fall d = jfc, in welchem 
also a = 0 (mod. k) ist, seine Gültigkeit behält, indem, sobald b 
ebenfalls = 0 (mod. k) ist, jede beliebige Zahl x dieser identischen 
Congruenz Genüge leistet. 

Um auch ein Beispiel für den allgemeinen Fall zu behandeln, 
nehmen wir die Congruenz 

Sx = — 12 (mod. 60); 

der grösste gemeinschaftliche Divisor des Coefficienten 8 und des 
Modul 60 ist hier = 4; da die rechte Seite — 12 durch densel- 
ben theilbar ist, so ist sie möglich und wird 4 nach dem Modul 
60 incongruente Wurzeln haben. Wir finden dieselben, indem 
wir zunächst die Wurzeln der entsprechenden Congrueuz 
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2x = — 3 (mod. 15) 
suchen; wir haben oben gesehen, dass dieselben in der Form 

x = 6 (mod. 15) 
enthalten sind, und schliessen daraus, dass 

x = 6, =21, =36, =51 (mod. 60) 
die vier Wurzeln der ursprünglichen Congruenz sind. 

§. 23. 

Obgleich im Vorhergehenden das Problem, zu entscheiden, 
ob eine vorgelegte Congruenz ersten Grades Wurzeln hat oder 
nicht, und im erstem Fall dieselben aufzufinden, eine vollständige 
Lösung gefunden hat, so ist dieselbe, sobald der Modul k eine 
grosse Zahl ist, wegen der erforderlichen Potenzirung für prakti- 
sche Zwecke nicht wohl anwendbar; wir wollen daher im Folgen- 
den eine einfachere Methode angeben. Offenbar können wir uns 
auf den Fall beschränken , in welchem der Coefficient der Unbe- 
kannten relative Primzahl gegen den Modul ist; ausserdem kön- 
nen wir annehmen, dass die rechte Seite = 1 ist; denn um aus 
der Wurzel einer solchen Congruenz diejenige einer andern zu 
finden, in welcher die rechte Seite eine andere Zahl ist, genügt 
es offenbar, dieselbe mit dieser Zahl zu multipliciren. Nennen wir 
der Bequemlichkeit halber den Modul nicht &, sondern so re- 
ducirt sich also unsere Aufgabe auf die Auflösung der Congruenz 

ax = 1 (mod. b) 

oder, was dasselbe ist, auf die Auflösung der unbestimmten Glei- 
chung ersten Grades 

ax — by — 1. 

Wir schicken derselben einige Sätze über einen Algorithmus 
voraus, der zuerst von Euler behandelt und für die Theorie der 
Kettenbrüche, sowie auch für unsere spätem Untersuchungen von 
Wichtigkeit ist Es seien 

a, b (1) 
irgend zwei unbestimmte Grössen, und ebenso 

I) i r I c h I et , Zahlenthtiorie. 4 
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y, d, s . . . A, ji, v (2) 

eine Reihe von beliebig vielen unbestimmten Grössen. Aus diesen 
bilden wir nun successive eine neue Reihe c, d, e . . . Z, m, n 
nach folgendem Gesetz : 

c = yb + o, d = tfe -f 6, e = -f- c . . . n = vm + /. (3) 

Substituirt man den Ausdruck für c in den für d, so wird der 
letztere eine ähnliche Form annehmen wie der erstere, nämlich 

d = da + (yd -f 1) 

er besteht also aus einem Gliede, welches den Factor a, und aus 
einem zweiten, welches den Factor b enthält. Substituirt man 
nun diesen Ausdruck für d, und den ersten für c in den Ausdruck 
für e, so nimmt auch dieser letztere dieselbe Form an. So kann 
man fortfahren, und aus dem Ausdruck für n erkennt man, dass 
dieses Gesetz allgemein ist; denn sobald l und m schon diese 
Form erhalten haben, so nimmt auch n dieselbe an. Wir können 
daher 

n = Ga -f- Hb 

setzen, wo nun G und H unabhängig von a und b sein werden. 
Man bezeichnet den Coefficienten der nur von den in der 
Reihe (2) befindlichen Grössen abhängt, durch das Zeichen 

[y, 8, s . . . A, ft, v] (4) 

und wir werden im Folgenden einige interessante Sätze beweisen, 
die sich auf dasselbe beziehen. 

Zunächst leuchtet ein, dass, wenn man mit den Anfangs- 
gliedern 

b, c = yb + a (V) 

und der Reihe 

#,£... A, p, v (2') 

in derselben Weise verfährt wie obeu, man genau dieselben Glie- 
der d, e . . . I, tn, n erhalten wird. Wir können daher gleichzeitig 

n = Ga -f [y, d, e . . . (i, v] b 

und 

n = G'b + [d\ € . . . ß, v] c 
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setzen; ersetzen wir hierin c durch yb -\- a, so erhalten wir 
n = [ö, « . . . jt, v] a 4- (y [<f, « . . . v] -f G') b, 

woraus durch Vergleichung der Coefficienten von a in beiden 
Formen von n zunächst 

G = [ö, « . . . (i, v] 

folgt. Der Coefficient G lässt sich daher durch dasselbe Zeichen 
ausdrücken wie II. Wir können also von jetzt an schreiben 

« = [ff . . . v] a + [y, d\ . . i'] i ; 

da nun auch 

G'=[e...n, v] 

sein muss, so erhalten wir durch Vergleichung der Coefficienten 
von b in den beiden Formen für n den Satz 

[y, d\ « . . . v] = y [d, «... v] -f [« ... v] , (5) 

in welchem das Gesetz ausgedrückt ist, nach welchem die Fortbil- 
dung der Ausdrücke von der Form (4) nach links hin geschieht. 

Einen ganz analogen Satz für die Fortbildung nach rechts 
hin erhält man durch die einfache Bemerkung, dass durch die 
Annahme a = 0, b = 1 die drei Grössen 7, w, n resp. in 

[y . . . A], [y . . . A, fi], b • • • l, v] 

übergehen, so dass zwischen diesen drei consecutiven Ausdrücken 
die Relation 

[y . . . A, v] = [y . . . A, v + [y . . . A] (6) 

besteht 

Verbindet man diese beiden Sätze mit einander, so überzeugt 
man sich leicht von der Richtigkeit des folgenden : 

[v, ft . . . d\ y] = [y, d . . . v]. (7) 

Nimmt man nämlich an, dieser Satz sei für alle Ausdrücke dieser 
Art bewiesen, welche eine kleinere Anzahl von Grössen enthalten, 
so dass also z. B. 

[d, «... v] = [v ... e, Ä] und [« . . . v] == [v . . . f] 
so folgt aus (5): 

4* 
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[y, Ö, e . . . v] = [v . . . e , d] y -f- [v . . . c] ; 

verbindet man dies mit dem Satz (6), so ergiebt sich unmittelbar 
die Richtigkeit der Gleichung (7). In der That gilt aber der 
Satz wirklich für die ersten Fälle; enthält nämlich der Ausdruck 
nur eine einzige Grösse y, so versteht sich dies von selbst ; und 
ausserdem ist 

[y, 6] = yd + 1 = [«, y]. 

Hieraus folgt also, dass der Satz auch für jede beliebige Anzahl 
der Grössen y, d . . . f*, v gilt. 

Wir können die Gleichungen (3), durch welche das Bildungs- 
gesetz der Grössen c, d. . . n ausgedrückt wird, auch in folgender 
Weise schreiben: 

- c = (- y) b + (-a), + d = (-5) (-c) + 6, 
_«=(-£)<*+ (-c)...±n = (- v )(+ m ) + (+/), 

wo in der letzten Gleichung das obere oder untere Zeichen zu 
nehmen ist, je nachdem die Anzahl der Grössen y, d . . . n,v 
gerade oder ungerade ist. Hieraus geht hervor, dass aus den An- 
fangsgliedern 

- *, h (1") 

und der Reihe 

— y, — — — A, — /*, — v (2") 
durch dasselbe frühere Verfahren die Reihe 

— e, -f- d, — e . . . + n 
entsteht Es wird daher auch 

± n = [— d, — s . . . — v] (— a) + [— y, — d, — « . . . — v] b 
und folglich 

[—y, — d... — v\=±[y,d...v] (8) 

sein, worin wieder das obere oder untere Zeichen zu nehmen 
ist, je nachdem die Anzahl der Grössen y, Ü . . . v gerade oder 
ungerade ist. 

Endlich kann man die Gleichungen (3) auch in umgekehrter 
Folge so schreiben : 
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l = (— v) m 4- n, k = (— fi) l + m . . . 
6 = (-*)c + d,a = (-y)6 + c. 

Es wird daher 
a = [— p . . . — y] n + [— v, — p . . . — y] m 
oder mit Hülfe des Satzes (8): 

+ a = — O . . . y] * + [v, p . . . y] m 
oder mit Berücksichtigung des Satzes (7) : 

± a = — [y, d . . . fi] n -f [y, d . . . p, v] m. 
Wenn man nun a = 1, 6 = 0 setzt, so gehen m, n resp. in 

[d . . . fi], [d . . . v] 
über, und man erhält das Resultat : 

[ö • • • f*] [yi f*i v] — [«... .f», v] [y, d. .. ;*] = ± 1, (9) 

wo wieder das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach- 
dem die Anzahl der Grössen y, <J...f*, i> gerade oder ungerade ist. 

Zum Schluss wollen wir bemerken, dass diese Ausdrücke in 
der Theorie der Kettenbrüche von der grössten Wichtigkeit sind; 
es ist nämlich 

r+4xr- - [r r'/' ' ' ' " **• ? (10) 

' ö -J- J_ [o, e . . . p, v] v y 

' + 1 

P+i 
v 

Denn gesetzt, dieser Satz sei schon für jede kleinere Anzahl der 
Grössen y, ö, c . . . p, v bewiesen , so dass also namentlich 

d , 1 _ [3, £ • • . p, v] 

• 1 

V 

ist, so folgt hieraus als Werth der linken Seite der Gleichung (10) 

, l> • • • y ] _ y [^i c • ■ • f*» y l + |> • • • p, 
y + [ö, « . . . p, v] [d, « . . . p, v] 
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und hieraus ergiebt sich mit Berücksichtigung des Satzes (5) die 
Richtigkeit des Satzes (10). In der That ist aber 

„ x I * ö + 1 - l>- *1. 

y + 8 — 8 ""[«]' 

da also der Satz für zwei Grössen y, d richtig ist, so ist er auch 
für jede beliebige Anzahl der Grössen y, 8 . . . p, v richtig. 

Sind die Elemente y, 8... fi, v ganze Zahlen, so gilt dasselbe 
von den Zählern und Nennern der Brüche 

M [?» 3] [Y>8 . . . v] . 
1 ' [d] " * * p . . . u, V ] ' 

ferner ist jeder dieser Brüche irreductibel , d. h. durch die klein- 
sten Zahlen ausgedrückt; denn es folgt z.B. aus der Relation (9), 
dass Zähler und Nenner des letzten der obigen Brüche ohne ge- 
meinschaftlichen Divisor sind. 



§. 24. 

Die vorstehenden Sätze sind deshalb gleich in solcher Voll- 
ständigkeit aufgestellt, damit wir bei einer spätem Untersuchung 
uicht nöthig haben, von Neuem auf denselben Algorithmus zurück- 
zukommen; für unBern nächsten Bedarf, nämlich für die Lösung 
der unbestimmten Gleichung 

ax — by = 1, 

in welcher wir nun wieder a und b als zwei gegebene relative 
Primzahlen ansehen, genügt schon ein kleiner Theil der vorher- 
gehenden Resultate. Zu dem Zweck verfahren wir nun , wie es 
bei der Aufsuchung des grössten gemeinschaftlichen Divisors der 

beiden Zahlen (oder bei der Verwandlung des Bruches % in einen 

o 

Kettenbruch) geschieht, indem wir das System der folgenden Glei- 
chungen bilden: 

a = yb-\-c, b = 8c -f- d . . . 
und so fort, bis wir endlich in der Gleichung 

l = vm 4- 1 
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zu dem Rest 1 gelangen, was ja geschehen muss; diese Gleichun- 
gen können wir auch so schreiben 

c = (— V) h + a; d = (— d) c + . . . 1 = (— v) m + ? 
und hieraus folgt, dass 

l = [— fl, — «. . . - f*, — v]a -f [— y, — d, — £. . . — ft, — v]6 
oder 

1 = + [d\ £ . . . n, v] a ± 0, d, * . . . v] 6 

ist, worin das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach- 
dem die Anzahl der Grössen y, <S . . . f*, v gerade oder ungerade ist 
Wir erhalten daher folgende Auflösung der unbestimmten Glei- 
chung : 

x = + [5, e . . . fi, v], y = + [y, d\ v]. 

Hiermit ist also auch eine Wurzel # der Congruenz 

ax = 1 (mod. 6) 

gefunden, und dies genügt vollständig, da alle andern dieser einen 
nach dem iModul b congruent sind *). 

Wenden wir diese Methode auf unser Beispiel 

2x = 1 (mod. 15) 

an , so erhalten wir 

2 = 0 . 15 + 2, 15 = 7 . 2 -|- 1 

also 

y = 0, (5 = 7, x = — [ö] = — 7 = 8 (mod. 15) 
und hieraus folgt, dass 

x = — 7 . (— 3) = 21 == 6 (mod. 15) 
die Wurzel der Congruenz 

2x == — 3 (mod. 15) 

ist. 



*) Man überzeugt sich leicht, dass aas einer Lösung # 0 , y 0 ft U e andern 
sich durch die Gleichungen x = x Q + bz, y = y 0 + az ableiten lassen, 
wo z eine willkürliche ganze Zahl bedeutet. 
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Als zweites Beispiel wählen wir die Congruenz 

37 a; = 1 (mod. 100); 
indem wir ebenso verfahren, erhalten wir 

37 = 0- 100 4- 37; 100 = 2 • 37 + 26; 37 = 1 • 26 + 11; 
26 = 2 • 11 + 4; 11 = 2 -4 + 3; 4 = 1 -3 + 1 
und also 

x == _ [2, l, 2, 2, 1] (mod. 100). 

Nun ist, wenn wir von rechts nach links rechnen, 

[lj = 1, [2, 1] = 3 [2, 2, 1] = 7, [1, 2, 2, 1] = 10, 

[2, 1,2,2, 1] = 27, 

also 

x = — 27 — 73 (mod. 100) . 

Da <p (100) = (jp(4) (p (25) = 2 • 20 = 40 ist, so hätten wir nach 
unserer frühereu Methode die Auflösung , 

x = 37 89 (mod. 100) 

erhalten ; die hierin angedeutete Rechnung würde sich zwar durch 
einige Kunstgriffe bedeutend abkürzen lassen, allein doch viel 
langwieriger sein als die nach der zweiten Methode ausgeführte 
Rechnung. 

Kommt es darauf an, auch den Werth von 

zu berechnen, so ist es vortheilhaft, die Berechnung des Werthes 

x = + [d, b . . . fi, v] 

von rechts nach links vorzunehmen ; man findet dann uach der 
Formel (5) des §.23 aus 

[e . . . p, v] und [d, « . . . ß, v] 

unmittelbar den Werth von y. So oft y — 0, also a < b ist , re- 
ducirt sich y auf 

Dies ist in unsern Beispielen der Fall; in dem zweiten erhält 
man auf diese Weise 
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y = — [0, 2, 1, 2, 2,1] = - [1, 2, 2, 1] = - 10. 
und in der That ist 

37 • (— 27) — 100 •(— 10) = 1 . 



§. 25. 

Auf das im Vorhergehenden behandelte Problem der Auf- 
lösung der Congruenzen ersten Grades lässt sich das folgende 
zurückführen : k 

Alle Zahlen x zu finden, welche in Bezug auf zwei gegebene 
Moduln a, b gegebenen Zahlen resp. a, ß congruent sitid, d. h. welche 
den beiden Forderungen 

x = a (mod. a) , x = ß (mod. b) 

genügen. 

Da nämlich alle Zahlen x, welche die erste dieser beiden 
Forderungen erfüllen, in der Form x — a -\- at enthalten sind, 
wo t jede beliebige ganze Zahl bedeutet, so kommt es nur noch 
darauf an, dieses t näher so zu bestimmen, dass 

at = ß — a (mod. b) (1) 

wird. Bezeichnet man nun mit 8 den grössten gemeinschaftlichen 
Divisor der beiden Moduln a und b , so muss , wenn diese Con- 
gruenz möglich sein soll, ß — a durch 6 theilbar, d. h. es muss 

a = ß (mod. d) (2) 

sein. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so existirt keine Zahl, 
welche der Aufgabe genügt ; ist sie aber erfüllt, so sind sämmt- 
liche der Congruenz (1) genügende Zahlen t in der Form 

t = y ^mod. oder t = y + u 

enthalten, wo y eine bestimmte von ihnen, und u jede beliebige 
ganze Zahl bedeutet. Hieraus folgt, dass die gesuchten Zahlen 
durch die Formel 

x = a ya -\- ~ u oder x = x 0 (mod. 
gegeben werden, wo x 0 = a -f- ya selbst eine der gesuchten 
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Zahlen, und ^_ offenbar das kleinste gemeinschaftliche Multi- 
plum der beiden gegebenen Moduln a, b ist 

"Werden z. B. die Zahlen gesucht, welche durch 12 dividirt 
den Rest 7, durch 15 dividirt den Rest 4 lassen, so hat man die 
Congruenzen 

x = 7 (mod. 12) , x = 4 (mod. 15) . 
Man setzt also x == 7 -f 12 1, und erhält für t die Congruenz 

12* = — 3 (mod. 15), 
welche (da hier die Bedingung (2) erfüllt ist) sich auf 

4t = — 1 (mod. 5) 
reducirt. Hieraus folgt 

t = 1 (mod. 5) 

und also 

x = l + 12* = 19 (mod. 60). 

Besonders beinerkcnswerth ist der besondere Fall, in welchem 
die beiden gegebenen Moduln a, b relative Primzahlen sind; da 
gleichzeitig ö = 1 wird, so fällt die Bedingung (2) ganz fort; 
die Auflösung ist stets möglich und liefert ein Resultat von der 
Form 

x = x 0 (mod. ab). 

Die ursprüngliche Aufgabe lässt sich auch leicht für den Fall 
verallgemeinern, in welchem eine Reihe von beliebig vielen Mo- 
duln und eine Reihe ihnen entsprechender Reste gegeben ist; 
für uns ist indessen nur der Fall von Wichtigkeit, in welchem je 
zwei der gegebenen Moduln a, i, c. . . relative Primzahlen unter 
einander sind; wir beschränken uns daher auf denselben, und 
stellen uns unter dieser Voraussetzung die Aufgabe, alle Zahlen 
x zu finden, welche dem System von Congruenzen 

x = a (mod. a) , x = ß (mod. b) , x = y (mod. c) . . . 

genügen. Da wir nun schon wissen, dass alle Zahlen, welche die 
beiden ersten dieser Forderungen erfüllen, in der Form x = ß x 
(mod. ab) enthalten sind, wo dio Zahl ß t nach dem Vorhergehen- 
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den gefunden werden kann, so kommt unsere Aufgabe offenbar 
auf die einfachere zurück, alle Zahlen x zu finden, welche dem 
folgenden System von Congruenzen genügen: 

x = ßi (mod. ab), x = y (mod. c) . . . 

Da nun der Modul ab der ersten dieser Congruenzen wieder re- 
lative Primzahl gegen jeden folgenden Modul c ... ist, so kann 
man in derselben Weise fortfahren und gelangt so zu dem Re- 
sultat, dass sämmtliche Zahlen x in der Form 

x = x Q (mod. m) 

enthalten sind, wo x 0 eine bestimmte von ihnen, und m das Pr<>- 
duct abc . . . aus allen gegebenen Moduln bedeutet. 

Statt eine solche Zahl * 0 in der eben angegebenen Weise 
durch successive Auflösung einer Reihe von Congruenzen ersten 
Grades in Bezug auf die Moduln 6, c ... zu suchen, kann man 
auch auf folgende Art symmetrisch verfahren. Man suche zu- 
nächst Zahlen r, s, t . . ., welche den folgenden Paaren von Con- 
gruenzen genügen: 

r = 1 (mod. a) ; s = 1 (mod. b) ; t = 1 (mod. c) • • 
r = 0 ^mod.^; s = 0 ^niod.'-^; t = 0 ^mod.^j • • • 

wo m wieder zur Abkürzung für das Product abc . . . gesetzt ist; 

da a relative Primzahl gegen - = bc . . . ist, und Aehnliches von 

den folgenden Congruenzen-Paaren gilt, so sind dieselben stets 
möglich und nach der obigen Methode lösbar; und sobald diese 
Zahlen r, s, t... gefunden sind, wird die gesuchte Auflösung durch 
die Congruenz 

x = ar + ßs + yi -H • • • (mod. m) 

gegeben ; denn da z. B. in Bezug auf den Modul a 

r = 1 , s = 0 , < = 0... 

ist, so ergiebt sich wirklich x=ct (mod. a); ebenso x=ß (mod. b) 
u. s. f. Ein besonderer Vortheil dieser Methode besteht darin, 
dass die Hülfszahlen r, s, t . . . ganz unabhängig von a, /3, y . . . sind, 
und daher stets dieselben bleiben, wie auch die letztern variiren 



Digitized by Google 



60 Zweiter Abschnitt. 

mögen, vorausgesetzt natürlich, dass das System der Moduln 
a, b f c . . . unverändert bleibt. 

Es folgt ferner hieraus , dass x ein vollständiges Restsystem 
nach dem Modul m durchläuft, sobald die Reste a, /J, y . . . voll- 
ständige Restsysteme resp. in Bezug auf die Moduln a, 6, c. . . 
durchlaufen; denn, wenn ß', y' . . . irgend ein zweites System 
gegebener Reste ist, so wird 

a'r + ß's + y't + • • • 

stets und nur dann 

= ar -f ßs + yt + • • • 

nach dem Modulus »n sein, wenn gleichzeitig 

a' = a (mod. a), ß' = ß (mod. 6), y' = y (mod. c) 

u. s. w. ist; da ferner a, 0, y... resp. «, c... verschiedene Werthe 
durchlaufen, so ist die Anzahl aller verschiedenen Restsysteme, 
also auch die Anzahl der resultirenden nach dem Modul m incon- 
gruenten Werthe von x gleich abc... = w; d. h. x durchläuft ein 
vollständiges Restsy stein nach dein Modul m. 

Ist ferner a relative Primzahl zu a, ß zu b u. s. f., so ist x 
auch relative Primzahl zu m, und umgekehrt; hieraus folgt leicht 
ein neuer Beweis des Satzes, dass <p (a b) = <p (a) <p (b) ist. 

Endlich ergiebt sich, dass, wenn x irgend eine ganze Zahl 
bedeutet, stets 

x . «' b' , c' , 

— = M h T H h • • 

m a b c ^ 

gesetzt werden kann, wo Ä, a', b', c' . . . ganze Zahlen bedeuten. 



§. 26. 

Wir wenden uns nun zu der Betrachtung der Congruenzen 
höherer Grade, beschränken uns aber dabei auf den einfachsten 
Fall, in welchem der Modul p eine Primzahl ist Die allge- 
meinste Form einer Congruenz nten Grades ist die folgende: 

ax n + bx n ~ l 4- ex"- 2 4- • • 4- h = 0 (mod. p), 

in welcher der höchste Coefficient a als nicht theilbar durch die 
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Primzahl p vorausgesetzt wird. Ebenso wie man jede Gleichung 
leicht auf den Fall zurückführen kann , in welchem der höchste 
Coefficient = 1 ist, so erreicht man auch hier dasselbe, wenn 
man die Congruenz mit einer Zahl a' multiplicirt, welche der Be- 
dingung aa' = 1 (mod.^?) genügt und also eine Wurzel der stets 
lösbaren Congruenz ax=l (mod. p) ist. Doch hängt hiervon die 
Gültigkeit der folgenden Sätze nicht im Mindesten ab. 

Wir bezeichnen der Einfachheit halber das auf der linken 
Seite der obigen Congruenz befindliche Polynom nten Grades 
kurz mit f(x). Hat nun eine solche Congruenz 

f(x) = 0 (mod. p) (!) 

eine Wurzel x = a, und dividirt man f(x) durch x — a, so wird 
der Divisionsrest r x eine durch p theilbare Zahl sein ; denn be- 
zeichnet man den Quotienten der Division, welcher eine ganze 
Function vom (n — l)ten Grade mit ganzzahligen Coefncienteu 
ist, mit fx(x), so ist 

f{x) = (x - a) /,(*) -f- r x (2) 

und hierin ist r x = /(«) der Voraussetzung nach = 0 (mod. p). 

Hat nun die Congruenz (1) noch eine zweite von a verschie- 
dene, d. h. nicht mit a congruente Wurzel ß, so folgt aus (2), 
dass 

(ß - a)/ l (ß) = 0(moä.p) 

und also , da ß — a nicht durch p theilbar ist, dass f x (ß) = 0, 
d. h. dass ß eine Wurzel der Congruenz /, (x) = 0 (mod. p) sein 
muss. Man kann daher wieder 

f t (x) = (x-ß)f 2 (x) + r 2 

setzen, wo der Rest r 2 wieder eine durch p theilbare Zahl, und 
der Quotient /, (x) eine ganze Function (n — 2) ten Grades mit 
ganzzahligen Coeföcicnten ist. Setzt man aber diesen Ausdruck 
für/, (x) in die Gleichung (2) ein, so nimmt dieselbe die Form 

f(x) = (r — a) (x — ß)f t (x) + u(x—a) + r, 

oder, da r, und r 2 durch p theilbar sind, die Form 

f(x) r= ( x -a) (x-ß)fi(x) + pQx + m) 

an, in welcher 1 und m ganze Zahlen sind. 
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Besitzt nun die Congruenz (1) noch eine dritte von a und ß 
verschiedene Wurzel y, so ergiebt sich, da weder (y — a) noch 
{y — ß) durch p theilbar ist, dass y eine Wurzel der Congruenz 
fiix) = 0 ist; verfährt man daher wie früher, so erhält man eine 
Gleichung von der Form 

f{x) = — «) {x—ß) (x-y)f 3 (x) + p(rx> +■ 4- Oi 

wo r, s, < ganze Zahlen bedeuten. 

Gesetzt nun, die Congruenz (\) besitze mindestens eben so 
viele unter einander incongruente Wurzeln «, /S, y . . . A, als ihr 
Grad w Einheiten enthält, so sieht man, dass die Fortsetzung 
desselben Verfahrens, endlich zu einer Gleichung von der Form 

f(x) = a (x—a) (x-ß) (x — y) . . • (x — k) + p * (x) (3) 

führt, wo u der höchste Coefficient der Polynome f{x), f\{x), 
/ 2 (#)... ist, und ein Polynom bedeutet, dessen Coefficienten 
säramtlich ganze Zahlen sind. 

Aus diesem ersten Satze folgt sogleich der zweite, dass eine 
Congruenz (deren Modul immer als Primzahl vorausgesetzt wird) 
nie mehr incongruente Wurzeln haben kann, als ihr Grad Ein- 
heiten enthält. Denn hätte die Congruenz (1) ausser den n Wur- 
zeln a, ß . . . A noch mindestens eine solche f*, die mit keiner 
der vorhergehenden congruent ist, so würde aus der Gleichung 
(3) folgen, dass das Product 

a (ft — «) (p - ß) ö* — y) . . . ((i — k) 

durch p theilbar wäre, was unmöglich ist, da der Voraussetzung 
nach keiner der Factoren durch p theilbar ist. 

Man hätte diese beiden Sätze, welche für die Folge von der 
grössten Wichtigkeit sind, auch in umgekehrter Folge aus dem 
in der Gleichung (2) ausgesprochenen Resultat schliessen können. 
Da nämlich jede von a verschiedene Wurzel ß der Congruenz (1 ) 
eine Wurzel der Congruenz nächst niedrigem Grades 

/i (x) = 0 (mod. p) 

ist, so folgt hieraus unmittelbar, dass die erstere Congruenz 
höchstens eine Wurzel mehr besitzt, als die letztere; da nun eine 
Congruenz ersten Grades (sobald der Modulus eine Primzahl ist) 
nur eine Wurzel besitzt, so kann eine Congruenz vom 2ten Grade 
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höchstens 2 , folglich eine Congruenz dritten Grades höchstens 3 
u. s. f. allgemein eine Congruenz wten Grades höchstens n incon- 
gruente Wurzeln hesitzen. ^Ind nachdem so der zweite Satz be- 
wiesen ist , ergiebt sich auch der erste leicht auf folgende Weise. 
Gesetzt, die Congruenz (1) vom nten Grade hat wirklich n incon- 
gruente Wurzeln a, /3, y . . . A, so bilde man die Differenz 

f(x) — a (x — ct) (x — ß) (x — y) • • • (x — A) = <p(x) 

wo a den höchsten Coefficienten in f(x) bezeichnet, und denke 
sich dieselbe nach Potenzen von x geordnet ; dann ist zu zeigen, 
dass alle Coefficienten dieses Polynoms <p(x), dessen Grad höch- 
stens = n — 1 , also jedenfalls kleiner als n ist, durch p theilbar 
sind. Gesetzt, dies wäre nicht der Fall, und es wäre x r die höchste 
in q>(x) vorkommende Potenz von x, deren Coefficient nicht 
durch p theilbar wäre , so wäre 

(p(x) = 0 (mod. p) 

eine Congruenz vom rten Grade, welche, wie man unmittelbar 
einsieht, die n incongruenten Zahlen a, 0 ... A zu Wurzeln hätte, 
also, da r < m ist, mehr Wurzeln besässe, als ihr Grad Einheiten 
enthält. Da dies gegen den schon bewiesenen Satz streitet, so 
müssen wirklich alle Coefficienten von q> (x) durch p theilbar sein, 
d. h. es muss 

(p(x) =p1>{x) 

sein, wo sämmtliche Coefficienten des Polynoms ^ (x) ganze Zah- 
len sind. Dies war aber der Inhalt des ersten Satzes. 

Wir können zu diesen beiden Sätzen noch den folgenden 
dritten hinzufügen: Wenn 

f(x) = (p(x) 1> (x) 

ist, wo die Coefficienten der Polynome y(x) und ty(x) sämmtlich 
ganze Zahlen sind, und wenn die Congruenz 

f(x) = 0 (mod.j)), (4) 

(wo p wieder eine Primzahl bedeutet) ebenso viele incongruente 
Wurzeln besitzt als ihr Grad Einheiten enthält, so gilt dasselbe 
von jeder der beiden Congruenzen 

(p (x) = 0 (mod. p) , $ (x) = 0 (mod. p) . (5) 
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Zunächst leuchtet nämlich ein, dass jede Wurzel a der Congruenz 

(4) auch eine Wurzel von mindestens einer der beiden Congruen- 
zen (5) sein muss; denn aus 

<p(a) tl>(a) = f(a) == 0 (mod. p) 

folgt, dass mindestens eine der beiden Zahlen <p(a), ^(a) durch 
p theilbar sein muss. Hätte nun eine der beiden Congruenzen 

(5) weniger incongruente Wurzeln als ihr Grad Einheiten ent- 
hält, so müs8te nothwendig die Anzahl der Wurzeln der andern 
Congruenz d. h. der übrigen Wurzeln der Congruenz (4) ihren 
Grad übersteigen, da die Summe der Grade der beiden Poly- 
nome q>(x) und p(x) genau dem Grade des Polynoms f(x) gleich 
ist. Da dies gegen den zweiten Satz Verstössen würde, so muss 
die Anzahl der incongruenten Wurzeln einer jeden der beiden 
Congruenzen (5) genau ihrem Grade gleich sein. 

§• 27. 

Von diesen wichtigen Sätzen machen wir sogleich eine An- 
wendung. Zufolge des Fennat'schen Satzes genügt jede der 
(p — 1) unter einander nach dem Modul p incongruenten Zahlen 

1, 2, 3 ... (p - 1) 

der Congruenz 

#p-i — 1=0 (mod. p), 

und diese Zahlen bilden auch ihre sämmtlichen incongruenten 
Wurzeln. Es ist daher nach dem ersten der vorhergehenden drei 
Sätze 

xp-i— 1 = (x— 1) (x — 2) (tf — 3) . . . (x—p + \) -f pv (*), 

worin (x) ein Polynom mit ganzen Coefficienteu bezeichnet. Ent- 
wickelt man daher das rechter Hand befindliche Product nach 
Potenzen von x, so muss der Coefficient einer jeden Potenz von 
x dem entsprechenden linker Hand in Bezug auf den Modul p 
congruent sein. Wir wollen hier nur den interessantesten Fall 
betrachten, der sich durch die Vergleichung der Glieder ergiebt, 
welche von x unabhängig sind. Ist zunächst p eine ungerade 
Primzahl, so ist dieses Glied rechter Hand, da die Anzahl p — 1 
der negativen Factoren gerade ist. 
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= 1 • 2 • 3 • • • (p — 1), 

linker Hand dagegen = — 1 , und hieraus ergiebt sich der nach 
Wilson benannte Satz : 

Wenn p eine Primzahl bedeutet, so ist das um eine Einheit 
vergrößerte Produd aller kleinem Zahlen als p durch p theilbar; 
in Zeiclien 

1 • 2 • • • (p — 1) = — 1 (mod. p) . 
So ist z. B. 

1.2- 3- 4- 5. 6 + 1= 721 

theilbar durch 7. 

Der Wilson'scho Satz gilt aber auch für die Primzahl 2, 
da in diesem Fall + 1 und — 1 einander congruent sind. 

Dieser Satz ist dadurch bemerkenswerth , dass er sich um- 
kehren lässt und deshalb ein charakteristisches Merkmal für eine 
Primzahl abgiebt. Denn nimmt man umgekehrt an, es sei 

1 • 2 • 3 • • • (p — 1) + 1 

durch p theilbar, so muss p eine Primzahl sein; wäre nämlich p 
eine zusammengesetzte Zahl, also ausser durch 1 und durch sich 
selbst auch noch durch eine andere Zahl a theilbar, so würde a 
nothwendig eine der Zahlen 2, 3... (p — 1) sein müssen; da nun 
die obige Summe und ihr erstes Glied durch a theilbar ist, so 
müs8te auch das zweite Glied 1 durch a theilbar sein, was nicht 
möglich ist. 

Einen andern interessanten Satz erhält man durch Anwen- 
dung des dritten der vorhergehenden Sätze auf dasselbe Beispiel. 
Bezeichnet nämlich d irgend einen Divisor von p — 1 , so ist be- 
kanntlich 

x»- l —l = 1) 

wo il> (x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet Hier- 
aus folgt also, dass die Congruenz 

# * = 1 (mod. p) , 

deren Grad d ein Divisor von p — 1 ist, stets ö incongruente 
Wurzeln besitzt. 

Dirichlet, Zahlentheorie. 5 
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§. 28. 

Der zuletzt abgeleitete Satz gehört seinem Inhaltenach eigent- 
lich in eine allgemeinere Theorie , nämlich in die Theorie der &*- 
nomischen Congruenzen von der Form 

ax* = b (mod. k). 

Dieselbe stützt sich auf die Betrachtung der sogenannten Potenz- 
reste, d. h. der Reste der successiven Potenzen einer Zahl, und 
wir beschäftigen uns daher zunächst mit der Untersuchung der 
interessanten Gesetze, welche hier hervortreten. 

Es sei also k ein beliebiger Modul, und a relative Primzahl 
gegen denselben; bilden wir nun die Reihe 

1 , a, a 2 , a 8 . . . 

der successiven Potenzen von a und setzen dieselbe hinreichend weit 
fort, so muss es einmal geschehen, dass zwei verschiedene Glieder 
a'und a' +n einander nach dem Modul k congruent werden; denn 
es giebt ja nur eine endliche Anzahl incongruenter Zahlen. Aus 
der Congruenz 

a t+n = a' • a n == a' (mod. k) 
folgt aber, da a' relative Primzahl gegen den Modul k ist, dass 

a" = 1 (mod. k) 

ist. Es giebt daher, was wir auch schon durch den verallgemei- 
nerten Fermat'schen Satz (§. 19) wussten, stets eine Potenz von 
a, welche durch k dividirt den Rest 1 lässt. Unter allen Potenzen 
von a, welche dieselbe Eigenschaft haben, ist aber besonders die- 
jenige bemerkenswerth , welche den kleinsten Exponenten hat; 
doch versteht sich von selbst, dass der Exponent Null hier nicht 
in Betracht kommt, für welchen die entsprechende Potenz ja 
stets = 1 sein würde. Bezeichnen wir mit ö diesen kleinsten 
positiven Exponenten, für welchen 

a =1 (mod. Je) 
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wird, so wollen wir sagen , die Zahl a gehöre zu dem Exponenten 
ö oder zu der Zahl ö. Dann leuchtet zunächst ein, dass die ersten 
d Glieder der obigen Potenzreihe, d. h. die Zahlen 

1 , a, a . . . a 

sämmtlich incongruent unter einander sind ; denn aus einer Con- 
gruenz von der Form a s + n = a, wo s und s-fw kleiner als d 
sind, würde wieder a n = 1 folgen, was mit der Voraussetzung 

im Widerspruch steht, dass keine niedrigere Potenz als a** den 
Rest 1 lässi 

Die folgenden Glieder der Reihe geben nun genau dieselben 
Reste, und auch in derselben Reihenfolge, denn es ist 

a* = 1, a* +l = a, a* +2 = a 2 . . . a^~ l = a'" 1 

. a^= 1, a 2&+1 = a, a'*+*= a 2 . . . a 8 '" 1 = a*" 1 

a**= 1, + a, a a<r+, = «' . . . a 4 *" 1 = a rf ~ l 
u. s. w. 

Um daher zu erfahren, welchen Rest eine beliebige Potenz a* 
lässt, dividire man den Exponenten s durch d und bringe dadurch 
s in die Form s = md -f r, wo r eine der Zahlen 0, 1, 2... (d— 1) 
bezeichnet. Dann ist 

a 4 = a m(f+r = a (mod. Jb). 

Hieraus geht ferner hervor, dass zwei solche Potenzen a' und a" 
stets, aber auch nur dann congruent sein werden in Bezug auf 
den Modul Ä*, wenn s = s' (mod. d); denn ist r' der bei der Divi- 
sion von s' durch ö hervorgehende Rest, so ist a* =a r (mod.fc). 
Ist daher 

a* = a* (mod. fc) 

so muss auch 

o r = a r> (mod. h) 

sein; da aber r und r' kleiner als d sind, so ist dies nur dann 
möglich, wenn r = r' ist, woraus 5 == s' (mod. d) folgt; und um- 

5* 
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gekehrt leuchtet ein, dass, sobald $ = s' (mod. ä), also r = r* 
ist, auch a* = a'' (mod. &) sein muss. 

Ein specieller Fall ist der, dass, sobald a* = 1, also a' = a° 
ist, nothwendig s = 0 (mod. 6), d. h. dass s theilbar durch ö sein 
muss. Nun wissen wir schon aus dem verallgemeinerten Fermat- 
schen Satz, dass stets 

a^ ik) = 1 (mod.*) 

ist; hieraus folgt also, dass die Zahl ö, zu welcher eine Zahl a 
gehört, stets ein Divisor von (p(k) sein muss*). 



§. 29. 

Beschränken wir uns jetzt wieder auf den Fall , in welchem 
der Modul eine Primzahl p, und also a irgend eine durch p nicht 
theilbare Zahl ist, so folgt aus der letzten Bemerkung, dass die 
Zahl Ö, zu welcher a gehört, jedenfalls ein Divisor von fp(p) = 
p — i 8 ein muss. Man kann nun umgekehrt fragen: wenn ö irgend 
ein Divisor von p — 1 ist, giebt es dann jedesmal auch Zahlen 
a, welche zu 6 gehören? und wie viele? Nehmen wir zunächst 
einmal ein Beispiel, indem wir p = 7 setzen. Da aus a=a' (mod.p) 
auch stets a' = o" (mod. p) folgt, so gehören je zwei congruente 
Zahlen auch stets zu demselben Exponenten, und wir brauchen 
daher in unserm Beispiel nur die Zahlen a = l,2,3,4,5,6zu 
betrachten; durch wirkliches Potenziren, welches man dadurch 
abkürzt, dass man statt jeder Potenz immer ihren kleinsten Rest 
substituirt, findet man nun das in der folgenden Tabelle ausge- 
drückte Resultat: 



a 


1 


2 | 3 


4 | 5 


6 


d 


1 


3 | 6 


3 | 6 | 2 



Es gehört daher zu dem Divisor 5=1 nur die einzigo Zahl 
1, zu d = 2 nur die einzige Zahl 6 ; zu d = 3 gehören zwei Zah- 
len, nämlich 2 und 4, und zu d = 6 gehören die beiden Zahlen 
3 und 5. 



*) Ein anderer Beweis dieses Satzes findet sich in den Supplementen 
V. §. 127. 
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Nehmen wir nun vorläufig einmal an, dass mindestens eine 
Zahl a existirt, welche zu dem Exponenten 8 gehört, so sind die 
ö Zahlen 

1, a, a 2 ... a*~ l (Ä) 

nach dem Vorhergehenden sämmtlich incongruent; da ferner 
= 1, so ist auch 

(pT)* = (a*) r = 1 (mod.*), 
d. h. die 8 Zahlen (A) sind Wurzeln der Congruenz 

x* = 1 (mod. p) , 

und da sie unter einander incongruent sind, und der Modulus 
eine Primzahl ist, so bilden sie auch die sämmtlichen Wurzeln 
dieser Congruenz vom Grade 8. Jede Zahl aber, welche zum Ex- 
ponenten 8 gehört, muss vor Allem eine Wurzel dieser Congruenz 
sein, und wir haben daher alle etwa existirenden Zahlen, die zu 
ö gehören, unter den Zahlen (Ä) zu suchen. Wir fragen daher: 
zu welchem Exponenten h gehört irgend eine dieser Zahlen, z. B. 

a r l d. h. welches ist die kleinste positive Zahl Ä, für welche 

(a r ) h = a h = 1 (mod. p) 

ist? Offenbar muss rh (da a zum Exponenten ö gehört) durch d 
theilbar sein; ist daher s der grösste gemeinschaftliche Divisor 

von r und 8. so muss h durch - theilbar sein , und die kleinste 

£ 

Zahl Ä, welche diese Bedingung erfüllt, ist offenbar — , und 
dann ist auch wirklich 

r 

(a r ) A = 1 (mod. 2)); 

also ist - die Zahl, zu welcher a r gehört. Soll also a r zum Ex- 
ponenten d gehören , so muss 6 = 1, also r relative Primzahl 
gegen d sein; und umgekehrt, sobald dies der Fall, also 6=1 
ist, gehört auch a wirklich zum Exponenten 8. Wir erhalten so 
das Resultat, dass unter den Zahlen (Ä) genau ebenso viele zu 
dem Exponenten 8 gehören, als es unter den Exponenten 



- 
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0, 1, 2 ... (8 — 1) 

relative Primzahlen zu 8 giebt; es giebt daher (p (8) solche Zahlen. 

Da wir angenommen hatten, dass mindestens eine solche Zahl 
a existirte, so können wir das Bisherige so zusammenfassen: Ist 
p eine Primzahl und 8 ein Divisor von p — 1 , so ist die Anzahl 
der incongruenten Zahlen, die zu 8 gehören, entweder = 0, oder 
= <p(d). Um nun über diese Alternative zu entscheiden, betrach- 
ten wir die Totalität aller p — 1 nach dem Modul p incongruen- 
ten und durch p nicht theilbaren Zahlen; wir theilcn dieselben 
in Gruppen ein, indem wir je zwei incongruente Zahlen in die- 
selbe oder in verschiedene Gruppen weifen, je nachdem sie zu 
demselben Divisor 8 von p — 1 gehören oder zu verschiedenen. 
Bezeichnen wir mit die Anzahl der Individuen, welche in die 
dem Divisor 8 entsprechende Gruppe gehören, so muss, da jede 
der p — 1 vertheilten Zahlen in eine, aber auch nur in eine 
solche Gruppe gehört, 

sein, wo sich das Summenzeichen auf sämmtliche Divisoren 8 von 
p — 1 bezieht; wir wissen ferner schon, dass 

entweder = 0, oder = cp(8) 

ist Da nun früher bewiesen ist (§. 13), dass auch 

£<p(8) = p — 1 

ist, so folgt hieraus mit Notwendigkeit, dass 

i}>(8) niemals = 0, sondern stets = q>(8) 

ist. Denn da jedes Glied tp(8) der erstem Summe dem entspre- 
chenden der letztern höchstens gleich sein, aber niemals dasselbe 
übertreffen kann, so würde, sobald nur ein einziges Mal oder 
öfter i> (8) = 0 wäre, die erstere Summe nothwendig kleiner aus- 
fallen müssen, als die letztere, während sie in der That einander 
gleich sind. Wir haben so den wichtigen Satz gewonnen: 

Die Anzahl der sämmtlichen incongruenten Zahlen, welche zu 
einem bestimmten Divisor 8 von p — 1 gehören ist stets — <p(8). 

Es genügt, einen Blick auf das obige Beispiel zu werfen, 
in welchem p = 7 , um diesen Satz bestätigt zu sehen. 
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§. 30. 

Am interessantesten und folgenreichsten ist der in diesem Re- 
sultat enthaltene specielle Fall, in welchem d = p — 1 ist : 

Es giebt stets q>(p — 1) incongruente Zahlen g, welche zu dem 
Exponenten p—l gehören, welche also die charakteristische Eigen- 
schaft haben, dass die p — 1 Potenzen 

1.0, 9\9* 0 P ~ 2 (Cr) 

sämmtlich incongrumt (mod. p) sind. 

Da es überhaupt nur p — l incongruente und durch p nicht 
theilbare Zahlen c giebt, so folgt, dass jede solche Zahl c einer, 
und natürlich auch nur einer der Potenzen (G) congruent ist. 
Jede solche Zahl g, welche zum Exponenten p — 1 gehört, 
heisst eine primitive Wurzel der Primzahl p, und mau kann daher 
sagen : wenn g eine primitive Wurzel von p ist, und c irgend eine 
durch p nicht theilbare Zahl , so existirt stets eine Zahl y in der 
Reihe 0, 1, 2 ... p — 2 und nur eine von der Beschaffenheit, dass 

c = g y (mod. p) 

ist. Wenn man in dieser Weise alle incongruenten und — was 
im Folgenden immer hinzuzudenken ist — durch p nicht theil- 
baren Zahlen als Potenzen einer Basis g darstellt, so heissen die 
Exponenten y die Indices der zugehörigen Zahlen c in Bezug auf 
die Basis g, und man schreibt z. B. 

Ind. c = y , 

indem man die Basis <7, so lange sie unverändert bleibt, in der 
Bezeichnung unterdrückt. 

Nehmen wir z. B. = 13, so überzeugt man sich leicht, dass 
2 eine primitive Wurzel ist ; denn durch Potenziren erhält man 

♦ 

2° = 1, 2 1 = 2, 2 2 = 4, 2 3 = 8, 2 4 = 3, 2 5 = 6, 
2* = 12, 2 7 = 11, 2 8 = 9, 2 9 = 5, 2 10 = 10, 2 n = 7. 

Nehmen wir daher 2 zur Basis eines Systems von Indices , so er- 
halten wir folgende Tabellen 
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c 1 1 | 2 | 3 | 4 | 5 1 6 | 7 | 8 | 9 | 10 1 11 | 12 | 
Ind.c | 0 | 1 | 4 | 2 | 9 | 5 | 11 | 3 | 8 | 10 | 7 | 6 | 

und 

Ind.c |0|1|2|3|4|5|6|7|8| 9|10|11| 
c | 1 | 2 | 4 | 8 | 3 | 6 | 12 | 11 | 9 | 5 | 10 | 7 j 

deren erstere dazu dient, zu einer Zahl c den Index zu finden, 
während die zweite den entgegengesetzten Zweck hat *). 

Offenbar hat dieses ganze Verfahren die grösste Analogie 
mit der Construction von Logarithmentafeln, die ja auf dem ähn- 
lichen Gedanken beruhen, alle positiven Zahlen als Potenzen einer 
einzigen Basis darzustellen; und es zeigt sich nun auch, dass in 
der Zahlentheorie die Indices ähnliche Gesetze befolgen und für 
praktische Zwecke ebenso brauchbar sind, wie die Logarithmen. 
Zunächst leuchtet ein, dass zwei congruente Zahlen auch stets 
denselben Index haben, in Zeichen: wenn a = b (mod. p), so ist 
auch Ind. a = Ind. b. Ist ferner c ~ ab (mod. 2>), so ist Ind. c 
= Ind. a -f lud« b (mod. p — 1), oder kürzer, es ist stets 

Ind. (ab) = Ind. a -f- Ind. b (mod. p — 1). 
Denn es ist ja 

a = g IuA - a (mod. p) ; b = g Ind - b (mod. p\ 

also 

ab = g™- • + (mod. p)\ 

nun ist aber auch 

ab = g** d - (ab) (mod. p), 

folglich 

^Ind. (ab) = gJjxä. a + Ind. b ( m od. p). 

Da nun g eine primitive Wurzel von _p, also eine zum Exponenten 
d = (p — 1) gehörende Zahl ist, so folgt aus §. 28 die Richtig- 
keit der zu beweisenden Congruenz nach dem Modul p — 1. Neh- 
men wir unser obiges Beispiel, in welchem p = 13, so ist z. B. 

Ind. (7) = 11, Ind. (9) = 8, 

*) Im Canon Arüfimeticus von Jacobi (1839) findet man solche Tabel- 
len für alle dem ersten Tausend angehörenden Primzahlen. 
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folglich 

Ind. (63) = 19 (mod. 12) 

oder 

Ind. (63) = 7. 

In der That ist aber 63 = 11 (mod. 13), und Ind. (11) = 7. Man 
sieht aus diesem Beispiel, wie eine solche Doppeltafel der Indices 
dazu benutzt werden kann, mit Leichtigkeit die Classe (11) zu 
finden, welcher das Product (63) aus zwei Zahlen (7 und 9) an- 
gehört 

Natürlich lässt sich der vorstehende Satz auf ein Product 
aus beliebig vielen Factoren in folgender Weise ausdehnen: 

Ind. (abc • • •) = Ind. a -f- Ind. b -f- Ind. c -f • • • (mod. p — 1). 

Nimmt man hierin alle Factoren einander congruent, so erhält 
man: 

Ind. (a") = n Ind. a (mod. p — 1), 

wo n irgend eine positive ganze Zahl bedeutet. 

Es Hesse sich hieraus auch leicht nachweisen, dass derUeber- 
gang von einem System von Indices zu einem andern, dessen 
Basis eine andere der q>(p — 1) primitiven Wurzeln ist, ganz 
ähnlichen Gesetzen unterliegt, wie der Uebergang von einem Lo- 
garithmensystem zu einem andern ; wir beschränken uns indessen 
auf folgende einfache Bemerkungen. Wie auch die Basis g ge- 
wählt sein mag, der Index von 1 ist stets = 0; denn es ist im- 
mer g° = 1. Ferner ist (den Fall p = 2 ausgenommen) der In- 
dex von — 1 stets = \ (p — 1); denn da nach §.19 

gp - 1 - 1 = (/— * - 1) (g P ~ l + 1) = 0 (mod.*) 
ist, so muss mindestens eine der beiden Zahlen 

p - i p - i 

g 1 - l, g 2 +1 

durch* theilbar sein; die erstere ist es aber nicht, denn sonst 
wäre 

p - i 

g 2 =1 (mod. p), 

was mit der Voraussetzung im Widerspruch ist, dass g zum Ex- 
ponenten p — 1 gehört ; es ist daher stets 

v - * 

g 2 = — 1 (mod. p) 
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und folglich 

Ind.(_l)=^- 1 . 

Es verdient endlich noch bemerkt zu werden, dass man die 
Indices, statt aus den Zahlen 0, 1, 2 . . . (p — 2), ebenso gut aus 
jedem andern vollständigen System incongruenter Zahlen in Be- 
zug auf den Modul p — 1 wählen kann ; die so eben bewiesenen 
Fundamentalsätze erleiden dadurch nicht die geringste Aenderung. 

Man kann nun die Indices benutzen, um eine Congruenz 
ersten Grades 

ax = b (mod. p), 

die hier die Stelle eines Divisionsproblems vertritt, mit Leichtig- 
keit aufzulösen; denn es muss offenbar 

Ind. x = Ind. b — Ind. a (mod. p — 1) 

sein. Ist also z. B. die Congruenz 

bx = G (mod. 13) 

zu losen, so wird man, indem man wieder die primitive Wurzel 2 
zur Basis des Indexsystcmes wählt, 

Ind. x = Ind. 6 — Ind. 5 = 5 — 9 = 8 (mod. 12) 

und folglich 

x = 9 (mod. 13) 

finden. 

Diese Methode, Congruenzen ersten Grades aufzulösen, scheint 
auf den ersten Blick nur dann anwendbar, wenn der Modul eine 
Primzahl ist; allein man kann leicht zeigen, dass jede beliebige 
Congruenz ersten Grades 

ax = b (mod. fc), 

deren Modul eine zusammengesetzte Zahl ist, auf eine Kette von 
Congruenzen reducirt werden kann, deren Moduln Primzahlen 
sind. Wir können uns hierbei auf den Fall beschränken, in wel- 
chem a relative Primzahl gegen k ist. Man löse nun zuerst die 
Congruenz 

ax = b (mod. _p), 

wo p irgend eine in k = p k' aufgehende Primzahl ist, nach der 
neuen Methode, so erhält man ein Resultat von der Form 
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x = a (mod. p) oder x = a -\- px' , 

wo x' eine beliebige ganze Zahl ist ; substituirt man diesen Ausdruck 
in die gegebene Congruenz, so nimmt sie die folgende Form an: 

pax' = b — aa (mod. Je). 

Da nun b — aa durch p theilbar, also von der Form b'p ist, so 
stimmen sämmtliche Wurzeln der vorstehenden Congruenz mit 
den sämmtlichen Wurzeln der Congruenz 

ax' = b' (mod. k') 

überein. Auf dieselbe Weise kann man nun fortfahren, indem 
man diese Congruenz zunächst nur in Bezug auf eine in h' auf- 
gehende Primzahl // löst, u. s. f.; man braucht dann zuletzt nur 
noch von der Wurzel der letzten dieser Congruenzen durch 6uc- 
cessive Substitution zu der der ursprünglichen überzugehen. 



§. 31. 

Wir benutzen nun noch die Theorie der Indices, um auf sie 
die Theorie der binomischen Congruenzen für einen Primzahl- 
Modulus p zu stützen; nach einer frühern Bemerkung kann man 
einer jeden solchen binomischen Congruenz die Form 

x» == D (mod. p) (1) 

geben, in welcher der Coefficient der Potenz der Unbekannten 
= 1 ist; da ferner der Fall, in welchem D = 0 (mod. p) und 
folglich auch x = 0 (mod. p), ohne Interesse ist, so schliessen 
wir denselben aus. 

Bezeichnen wir nun zur Abkürzung die Indices von D und x 
resp. mit y und % (wenn irgend eine primitive Wurzel g von p zur 
Basis genommen ist), so reducirt sich die Auflösung der Con- 
gruenz (1) auf die Bestimmung aller Wurzeln £ der Congruenz 
ersten Grades 

nt = y (mod. p - 1); (2) 

denn offenbar entspricht jeder Wurzel der einen dieser beiden 
Congruenzen (1) und (2) auch stets eine und nur eine Wurzel der 
andern. 
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Es sei jetzt 8 der grösste gemeinschaftliche Divisor der Zah- 
len p — 1 und n, so ist (§. 22) die Congruenz (2) nur dann mög- 
lich, wenn die Bedingung 

y = 0 (mod. 8) (3) 

erfüllt ist, und dann hat sie 8 nach dem Modul p — 1 incon- 
gruente Wurzeln g. Wir schliessen hieraus unmittelbar den Satz : 
Ist 8 der grösste gemeinschaj 'fliehe Divisor des Grades n der 
Congruenz (1) und der Zahl p — l, so ist diese Congruenz nur 
dann möglich , wenn die Bedingung 

Ind. B = 0 (mod. 8) (4) 

erfüllt ist, und dann besitzt sie 8 nach dem Modul p incongruente 
Wurzeln x. 

Liegt z. B. die Congruenz 

x* = 3 (mod. 13) 

vor, so ist 8 = 4; nehmen wir ferner die primitive Wurzel 2 als 
Basis für die Indices, so ist Ind. 3 = 4, also ist die Bedingung (4) 
erfüllt, und die vorgelegte Congruenz hat 4 nach dem Modul 13 
incongruente Wurzeln; um diese zu finden, bilden wir die Con- 
gruenz ersten Grades 

8| = 4 (mod. 12) oder 2g == 1 (mod. 3), 

und erhalten hieraus 

g = 2 (mod. 3) 

oder 

g = 2, oder 5, oder 8, oder 11 (mod. 12), 

folglich, indem wir zu diesen Indices | die zugehörigen Zahlen 
suchen, 

x = 4, oder 6, oder 9, oder 7 (mod. 13). 

Da die Möglichkeit der binomischen Congruenz von der Wahl 
der primitiven Wurzel g, auf welche sich die Indices y und % be- 
ziehen, nothwendig unabhängig sein muss, so wird das Kriterium, 
dass der Index y einer Zahl D durch einen Divisor 8 der Zahl 
p — 1 theilbar sein muss, in eine von der Theorie der Indices 
unabhängige Form gebracht werden können. Dies bestätigt sich 
auf folgende Weise. Sobald in Bezug auf irgend eine Basis g 
der Index y der Zahl B durch den Divisor 8 von p — 1 theilbar, 
also von der Form h8 ist, so haben wir die Congruenz 
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B = g h * (mod. p)\ 

erhebt man dieselbe zur ^ ~ * ^ten Potenz, so ergiebt sich 

p - 1 

B~ r = g h <P - V = 1 (mod. p); 
und umgekehrt, sobald die Zahl B dieser Bedingung 

p - i 

Z>~*~ = 1 (mod. p) 

genügt, muss der in Bezug auf eine beliebige Basis g genommene 
Index y der Zahl B durch d theilbar sein ; denn es sei 

D = gY (mod. p), 

so folgt hieraus 




= 1 (mod. p), 



und da g eine primitive Wurzel, d. h. eine zum Exponenten 

p — 1 gehörende Zahl ist, so muss y • ^ ^ 1 durch p — 1 , und 

folglich der Index y durch 8 theilbar sein. 

Nachdem das ursprüngliche Kriterium so umgeformt ist, kön- 
nen wir unsern Satz in folgender Weise unabhängig von der 
Theorie derlndices aussprechen: 

Ist d der grösste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen n und 
p — 1 , so hat die Congruenz 

x* == B (mod. p), (1) 

genau ö incongruente Wurzeln, oder gar keine, je nachdem die Zahl 
B der Bedingung 

p - 1 

B == 1 (mod. p) (5) 

genügt oder nicht genügt. 

Den speciellen Fall, in welchem d = n und Z>=1 ist, haben 
wir schon früher (§. 27) auf anderm Wege bewiesen; es würde 
nicht schwer sein, aus den dort angewandten Principien auch den 
allgemeinen Satz abzuleiten, ohne die Theorie der Indices zu 
Hülfe zu rufen; doch überlassen wir der Kürze halber diese 
Untersuchung dem Leser. 

Wir können nun auch noch die Frage aufstellen: wenn der 
Grad n der Congruenz (1) gegeben ist, wie viele incongruente 
Zahlen B existiren, für welche die Congruenz (1) möglich ist? 
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Hierauf liefert der Satz selbst sogleich die Antwort, denn diese 
Zahlen D sind ja die sämmtlichen Wurzeln der binomischen Con- 
gruenz 

p-l 

x = 1 (mod. p) ; 

» — 1 

der grösste gemeinschaftliche Divisor des Exponenten J und 

der Zahl p — 1 ist in diesem Fall der Exponent ^ ^ 1 selbst, 

und da das Kriterium für die Möglichkeit offenbar erfüllt ist, so 
ist also die Anzahl aller incongruenten Zahlen 2), für welche die 

p — 1 

Congruenz (1) möglich ist, genau = — ^ Man nennt solche 

Zahlen D, welche einer nten Potenz einer Zahl congrueut sind, 

kurz wte Potenzreste, und wir können daher sagen: die An- 

p 1 

zahl aller wten Potenzreste ist = — ^ — , wo 8 den grössten ge- 
meinschaftlichen Divisor der Zahlen n und p — 1 bezeichnet. 
Man findet dieselben offenbar, wenn man alle incongruenten Zah- 
len zur wten Potenz erhebt und deren Reste bildet. Wenn n = 
2, 3, 4 ist , so nennt man diese Zahlen resp. quadratische, ctibi- 
sche, biquadratische Reste. Mit der Theorie der erstem , welche 
für sich allein schon eine grosse Ausdehnung besitzt, werden wir 
uns nun im Folgenden ausführlich beschäftigen. 
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Von den quadratischen Resten. 

§. 32. 

Wir betrachten im Folgenden ausfuhrlich die Theorie der 
Congruenzen von der Form 

x % = D (mod. Je) , (1) 

in welcher wir stets D als relative Primzahl gegen den Modul k 
voraussetzen. Es würde sich leicht zeigen lassen, dass jede be- 
liebige Congruenz zweiten Grades auf diesen Fall zurückgeführt 
werden kann; doch wollen wir uns dabei nicht aufhalten. So oft 
nun die Congruenz (1) möglich ist, d. h. so oft sie Wurzeln hat, 
heisst die Zahl D quadratischer liest der Zahl Je ; im entgegen- 
gesetzten Fall heisst D quadratischer NicJitrest der ZaJd Je. Man 
lässt auch häufig, wenn kein Missverständniss zu befürchten ist, 
das Beiwort „quadratisch" fort und nennt kurz die Zahl D Rest 
oder Nichtrest von 7c, je nachdem die Congruenz (1) möglich ist 
oder nicht Unmittelbar leuchtet hieraus ein, dass zwei nach dem 
Modul Je congruente Zahlen entweder beide Reste von 7c , oder 
beide Nichtreste von Je sind; d. h. alle in einer und derselben 
Classe enthaltenen Zahlen haben denselben Charakter; je nachdem 
eine von ihnen Rest oder Nichtrest des Modul Je ist, sind sie alle 
Reste oder alle Nichtreste von k. 

Die Theorie der quadratischen Reste zerfällt nun in zwei 
Haupttheile ; man kann nämlich einmal die Frage aufwerfen : 
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Wenn der Modul k gegeben ist, welches sind dann die sämmt- 
lichen incongruenten quadratischen Reste von Je? und icie viele 
Wurzeln hat die einer jeden dieser Zahlen entsprechende Congruenz? 

Bei weitem schwieriger ist aber die Beantwortung der fol- 
genden zweiten Hauptfrage: 

Wenn die Zahl D gegeben ist, welches sind dann die Moduln 
k, für welche die Congruenz (1) möglich ist, d. h. welches sind die 
Zahlen k, von denen die gegebene Zahl D quadratischer Best ist ? 



§. 33. 

Wir beschäftigen uns zuerst mit der ersten Frage und be- 
ginnen die Untersuchung mit dem einfachsten Fall, mit dem näm- 
lich, wo der Modul eine ungerade Frimzahl p ist (der Fall p = 2 
erledigt sich unmittelbar durch die Bemerkung, dass jede unge- 
rade Zahl = l 2 , also quadratischer Rest von 2 ist). Hier erhal- 
ten wir die vollständige Antwort sogleich durch die vorhergehende 
Theorie der binomischen Congruenzen (§. 31). In unserm Fall ist 
nämlich n = 2 der Grad der binomischen Congruenz, und da p — 1 
gerade ist, so ist $ = 2 der grösste gemeinschaftliche Divisor 
von n und p — 1 ; die Congruenz 

x 2 = D (mod. p) 

ist daher stets und nur dann möglich, wenn 

p - i 

D 3 — 1 (mod.;j), 

und zwar hat sie jedesmal zwei incongruente Wurzeln; es giebt 
\(p — 1) quadratische Reste, und folglich, da die Anzahl aller in- 
congruenten und durch p nicht theilbaren Zahlen gleich p — 1 
ist, auch \ (p — 1) Nichtigste von p. Da ferner nach dem Fermat'- 
schen Satze 

Dp- 1 — 1 = (D~ — 1) (D P ~ -f 1) = 0 (mod. p) 
ist, so folgt, dass 

p - 1 

D 2 = — 1 (mod. p) 
sein muss, so oft D ein Nichtrest von p ist Je nachdem also 
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D 2 = -f 1 oder = — 1 ist, ist D ein Rest oder Nichtrest 
von p. Nennt man die Eigenschaft einer Zahl D, Rest oder 
Nichtrest von p zu sein, ihren Charakter, so ist derselbe also durch 
dieses Kriterium vollständig bestimmt. 

Es lässt sich indessen auch ganz elementar beweisen, dass 
die Anzahl sowohl der Reste als auch der Nichtreste = \(p — 1) 
ist. Quadrirt man nämlich die \ (p — 1) Zahlen 

1, 2, 3 ... 

so sind die Quadrate sämmtlich incongruent; denn sind r und s 
zwei verschiedene dieser Zahlen, so ist die Differenz ihrer Qua- 
drate 

r 2 — s 2 = (r + s) (r — s) 

nicht theilbar durch da die Factoren r -f- s und r — s kleiner 
als p sind. Diese | (p — 1) Quadrate geben also wirklich | (p — 1) 
incongruente quadratische Reste; dagegen liefern die Quadrate 
der folgenden Zahlen 

dieselben Reste wieder; denn es ist allgemein 

(p — r)« = jpa — 2rp -f r 2 = r 2 (mod. jp). 

Also ist \(p—l) die Anzahl aller quadratischen Reste, und folg- 
lich auch die der quadratischen Nichtreste. 

Da ein Product aus mehreren Factoren, die nicht durch p 
theilbar sind, dieselbe Eigenschaft hat, so kann man nach dem 
Charakter des Productes fragen, wenn die Charaktere der Facto- 
ren gegeben sind. Beschränken wir uns zunächst auf zwei Fac- 
toren, so sind folgende drei Fälle zu unterscheiden. 

I. Das Product aus zwei Resten ist wieder ein Rest ; denn 
sind a und a' Reste, so giebt es Zahlen x, x' von der Beschaffen- 
heit, dass 

a = (mod. p), a' = x" 1 (mod. p) ; 

Diriohlet, Zahlentheoric. t> 
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hieraus folgt aber 

aa' = (xx f )* (mod. j)), 
d. h. aa' ist Rest von p. 

II. Das Product aus einem Rest und einem Nichtrest ist 
ein Nichtrest. Denn wenn wir ein vollständiges System incon- 
gruenter und durch p nicht theilbarer Zahlen bilden, so zerfällt 
dasselbe in zwei Gruppen, deren eine Reste — wir wollen 
sie allgemein mit a bezeichnen — und deren zweite \(p — 1) Nicht- 
reste ß enthält. Multiplicirt man nun alle diese Zahlen « und ß 
mit einem Reste a, so bilden die Producte aa und aß wieder ein 
vollständiges System incongruenter (durch jp nicht theilbarer) Zah- 
len, welches also wieder \ (p — 1) Reste und \ (p — 1) Nichtreste 
enthält. In der That sind nun (nach I) die Producte aa sämmt- 
lich wieder Reste; es müssen daher die andern ^(j?— 1) Producte 
aß sämmtlich Nichtreste sein; also ist das Product aus jedem 
Rest a und jedem Nichtrest ß ein Nichtrest 

III. Das Product aus zwei Nichtresten ist ein Rest. Denn 
bildet man wieder das System der Reste «und Nichtreste /?, und 
multiplicirt dieselben mit einem Nichtreste b, so sind die Pro- 
ducte ba (nach II) sämmtlich Nichtreste; folglich müssen die 
übrigen \ (p — 1) Producte bß sämmtlich Reste sein. 

Man kann diese wichtigen Sätze offenbar in den folgenden 
einen zusammenfassen : 

Ein Product aus beliebig vielen durch die Primzahl p nicht 
(heilbaren Zahlen ist Best oder Nichtrest von p, je nachdem die 
Anzahl der Nichtreste, welche sich unter den Factor cn finden, ge- 
rade oder ungerade ist 

Dieser Satz ergiebt sich auch unmittelbar aus dem oben auf- 
gestellten Kriterium für den Charakter einer Zahl; denn da 

p — i p — i p — i p — i 
(abc •••) 2 = a 2 b 2 c 2 

so wird 

p - 1 

{abc • • ) 2 = + 1 oder = — 1 (mod.jp) 

p — i p — i p — i 
sein, je nachdem die Anzahl der Factoren a 2 , b 2 ,c 2 

welche = — 1 sind, eine gerade oder ungerade ist 
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Man kann diesen Satz in Form einer Gleichung ausdrücken, 
wenn man sich eines von Lcgendre in die Zahlentheorie ein- 
geführten Zeichens bedient, welches in allen folgenden Unter- 
suchungen eine grosse Rolle spielt. Legendre bezeichnet näm- 
lich durch das Symbol die positive oder negative Einheit, 

je nachdem die durch die Primzahl p nicht theilbare Zahl m qua- 
dratischer Rest oder Nichtrest von p ist ; es ist daher stets 

Den Satz über den Charakter eines Productes kann man dann 
offenbar durch die folgende Gleichung ausdrücken : 

—*-) = \j) \j) Kj) -- 

Es leuchtet ferner ein, dass, sobald m = n (mod. j>), aucli 

(?)-(?) 

sein wird. 



§. 34. 

Es ist nun interessant zu sehen, dass die soeben gewonnenen 
Sätze, welche zum Theil als Resultate einer ausgedehnten Theorie, 
wie der der binomischen Congruenzen, erscheinen, sich aus den 
ersten Principien auf einem ganz elementaren Wege ableiten las • 
sen, der zugleich einen neuen Beweis des Wilson'schen und 
Fermat'schen Satzes liefern wird. 

Es sei D irgend eine durch die Primzahl p nicht theilbare 
Zahl, und r irgend eine der Zahlen 

1, 2, 3 ... (p- 1); (1) 

dann existirt in derselben Reihe stets eine und nur eine Zahl s 
von der Beschaffenheit, dass 

rs = D (mod. p) 

G • 



Digitized by Google 



84 



Dritter Abschnitt. 



ist; denn diese Zahl s ist ja die Wurzel der Congruenz ersten 
Grades rx = D (mod. p)\ je zwei solche Zahlen r und s der Reihe 
(1), deren Product = I) ist, wollen wir zusammengehörige Zahlen 
nennen; offenbar ist durch eine dieser beiden Zahlen die andere 
ebenfalls bestimmt. Identisch können diese beiden Zahlen nur 
dann werden, wenn die Congruenz 

x » = D (mod. p) (2) 

möglich ist. Danach theilen wir unsere Untersuchung in zwei 
Fälle ein. 

Erstens: Die Congruenz (2) ist unmöglich. — Dann sind also 
je zwei zusammengehörige Zahlen von einander verschieden, und 
da zwei solche Paare stets identisch sind, sobald sie nur eine ge- 
meinschaftliche Zahl haben, so zerfallen die sämmtlichen p — 1 
Zahlen (1) in \ (p — 1) solche Paare zusammengehöriger Zahlen, 
und folglich ist ihr Product 

p - i 

1-2-3 (p — 1) == I) 2 (mod. p). (3) 

Zweitens: Die Congruenz (2) ist möglich. — Dann existirt also 
auch in der Reihe (1) mindestens eine Zahl q von der Beschaffen- 
heit, dass q 2 = J)\ sehen wir zu, ob ausser q in der Reihe (1) 
noch eine solche Zahl tf existirt; dann muss tf 2 = p 2 , folglich 
(6 — q) (ö -|- q) durch p theilbar sein ; da wir ö verschieden von 
q voraussetzen, so ist 6 — q nicht theilbar durch p y folglich muss 
6 q theilbar durch p, also o = p — g sein ; und in der That 
ist wirklich (jp — q)* = D. Trennen wir nun diese beiden Zah- 
len q und o = p — p, deren Product qö = — p 2 = — D ist, 
von den übrigen der Reihe (1), so zerfallen die letztern in \ (p — 3) 
Paare zusammengehöriger Zahlen von der Beschaffenheit, dass 
jedes Paar aus zwei verschiedenen Zahlen besteht. Demnach ist 
in diesem Fall das Product aller Zahlen der Reihe (1): 

p - 1 

1.2-3 ... (p — 1) = — V 2 (mod. p). (4) 

Nun giebt es aber einen Fall, in welchem die Congruenz (2) 
stets möglich ist, nämlich den, in welchem 1) = 1 = 1 2 ; wir er- 
halten daher zunächst aus (4) den Satz von Wilson: 

1.23 -.. {p - 1) = — 1 (mod. p), (5) 
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und substituiren wir dies in die Congruenzen (3) und (4), so er- 
halten wir das Resultat, dass 

p - i 

D 2 =4-1 oder = — 1 (mod. p) 

ist, je nachdem die Congruenz (2) möglich oder nicht möglich ist. 
Da endlich ein dritter Fall nicht existireu kann, so erhalten wir 
allgemein 

p - i 

Dp- 1 = (D 3 ) a == (± 1)« = + 1 (mod. p) , 

also den Satz von Ferrnat. 

Durch diese einfache Betrachtung sind wir also sogleich bis 
zu denselben Sätzen in der Theorie der quadratischen Reste ge- 
langt, welche vorher aus der allgemeinem Theorie der binomi- 
schen Congruenzen abgeleitet waren. 



§. 35. 

Wir wenden uns jetzt zu der Untersuchung des Falls, in wel- 
chem der Modul k der quadratischen Cougruenz 

.r 2 == D (mod. k) 

die Potenz einer Primzahl p ist; dabei müssen wir den Fall, in 
welchem p = 2, gesondert von den übrigen behandeln, in wel- 
chen p eine ungerade Primzahl ist. 

Ist zunächst p eine ungerade Primzahl, und k = p n , wo n 
irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, und nehmen wir an, die 
Congruenz 

x* = D (mod.p 7 *) (1) 

sei möglich, so überzeugt man sich leicht, dass sie im Ganzen 
zwei incongruente Wurzeln hat; denn ist a eine Wurzel, und x 
irgend eine, so muss 

x' s — a 2 = (x — a) (x -\- a) = 0 (mod.p*) 

sein; von den beiden Factoren x — a und x -\- a ist aber nur 
einer durch p theilbar; denn wären beide durch p theilbar, sc#; 
wäre auch ihre Differenz 2a, und folglich auch a durch p theiy| 
bar, was nicht der Fall ist, da wir D als nicht theilbar durch p 
vorausgesetzt haben. Da also einer der beiden Factoren relative 
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Primzahl gegen p n ist, so muss der andere für sich allein durch 
p n theilbar sein. Es ist daher entweder 

x = a (mod. p n ), oder x = — a (mod. p n )\ 

also hat die Congruenz (1) entweder gar keine Wurzel, oder sie 
hat zwei incongruente Wurzeln a und — a. 

Es ist nun noch zu entscheiden, wann das Eine, wann das 
Andere Statt finden wird. Da nun jede Wurzel a der Congruenz 
(l) auch eine Wurzel der Congruenz 

= D (mod._p) (2) 

ist, so leuchtet ein, dass die Congruenz (1) nur dann möglich ist, 
wenn T) quadratischer Rest von p ist ; es fragt sich daher nur, ob 
auch umgekehrt, wenn D quadratischer Rest von p ist, hieraus 
die Möglichkeit der Congruenz (1) folgt. Um dies zu zeigen, 
brauchen wir nur nachzuweisen, dass, sobald die Congruenz (2) 
eine Wurzel a besitzt (also D quadratischer Rest von p ist), hier- 
aus sich eine Wurzel der Congruenz (1) ableiten lässt, welche 
= a (mod. p) ist; und da Aehnliches von jeder Congruenz # 2 = 2) 
(mod. Ä-) gilt, wo D stets dieselbe Zahl, k aber irgend eine Potenz 
der Primzahl p ist, so braucht man nur zu zeigen, dass aus einer 
Wurzel a der Congruenz (1) sich eine Wurzel der Congruenz 

x* = D (moA.p n + l ) (3) 

ableiten lässt, welche = a (mod. p n ) ist. Es sei daher 

a' 1 = I) (mod. p n ) oder a 3 — I) = hp n , 
so setzen wir 

x — a+ p n y, 

woraus 

z 3 —D=-hp n + 2ap n y+ p' 2n y' 2 =p n (h -f 2ay) (mod.|»* + l ) 

folgt; damit nun x 2 = D (mod. p n + ! ) werde, braucht y nur so 
bestimmt zu werden, dass 

2 a y = — h (mod. p) 

werde; da nun 2), folglich auch a und also, da p ungerade ist, 
auch 2« eine durch p nicht theilbare Zahl ist, so lässt sich y 
stets so wählen, dass es dieser Congruenz ersten Grades genügt 
Wir sehen also, dass aus der Möglichkeit der Congruenz (1) auch 
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stets die Möglichkeit der Congruenz (3) folgt; durch dieselbe wie- 
derholt angewendete Schlussweise ergiebt sich also auch, dass 
aus der Möglichkeit der Congruenz (2) stets die der Congruenz 
(1) folgt, und wir haben auch eine Methode gefunden, um aus 
einer Wurzel der Congruenz x 2 = D für den Modul p succcssive 
eine Wurzel derselben Congruenz für die Moduln p 2 , j) 8 . . . p n 
zu gewinnen. Wir haben mithin folgendes Resultat: 

Ist p eine ungerade Primzahl, und D eine durch p nicfU theil- 
bare Zahl, so ist für die Möglichkeit der Congruenz 

x> = D(mod.p n ) 
er/orderlich und hinreichend, dass 

©=■• 

d. h. dass D quadratischer Best von p sei ; sobald diese Bedingung 
erfüllt ist, besitzt die vorgelegte Congruenz zwei incongriicntc Wur- 
zeln a und — «, welche gefunden werden können, sobald man eine 
Wurzel der Congruenz 

x 2 = D (mod. p) 

gefunden hat. 

§• 36. 

Wir gehen nun zu dem besondern Fall über, in welchem der 
Modul k eino Potenz der Primzahl 2 ist, so dass also D irgend 
eine ungerade Zahl bedeutet. Betrachten wir zumächst die Con- 
gruenz 

x 2 = D (mod. 4) , 

so erkennt man leicht, dass dieselbe stets und nur dann möglich 
ist, wenn 

D = 1 (mod. 4) 

ist Denn ist die Congruenz möglich, so ist x jedenfalls ungerade, 
und das Quadrat von x = 2n -\- 1 ist 4w 2 4- 4» -f 1 = 1 (mod. 4) ; 
umgekehrt, ist D = 1 (mod. 4), so hat die Congruenz offenbar 
die beiden incongruenten Wurzeln x = 1 und x = — 1 (mod. 4). 
Gehen wir nun zu der Congruenz 



x ' 2 = D (mod. 8) 
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über, so leuchtet ein, da das Quadrat einer jeden ungeraden Zahl 
4m±1 gleich 16 n 2 ± 8n -f 1 = 1 (mod. 8) ist, dass diese Con- 
gruenz nur dann möglich ist, wenn 

D = 1 (mod. 8) 

ist; und umgekehrt, sobald diese Bedingung erfüllt ist, hat die 
Congruenz die vier incongruenten Wurzeln x = 1, x = 3, # = 5, 
x = 7. 

Betrachten wir jetzt die Congruenz 

x* = D (mod. 2 71 ), 

wo jr ^ 3 ist, so kann diese Congruenz nur dann möglich sein, 
wenn die Congruenz 

x* = D (mod. 8) 
möglich ist; es ist daher erforderlich, dass 

D = 1 (mod. 8) 

sei. Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dass diese Bedingung 
auch hinreicht, und dass dann die Congruenz stets 4 incongruente 
Wurzeln hat. Nehmen wir nämlich an, dies sei für den Modul 
2 n schon bewiesen, so können wir zeigen, dass Dasselbe auch für 
den Modul 2 n + 1 gilt. Es sei nämlich a eine Wurzel der Con- 
gruenz 

x* = D (mod. 2 n ) 

also 

«2 - D = h • 2*, 

so setzen wir 

x = a + 2 n ~ l • y\ 

dann wird 

x* — B = h • 2* + 2* • ay -f 2 2 7,- 2 y'K 
Da nun ?r ^ 3, so ist 2jt — 2 ä + 1, folglich 

# 2 — D = 2" (Ä -f ay) (mod. 2* * , ). 

Damit also # 8 — D durch 2 n + 1 theilbar werde, braucht man 
nur y so zu wählen, dass 

ay ~ — h (mod. 2) 
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werde. Dies ist aber stets möglich, da a eine ungerade Zahl ist; 
also folgt aus der Möglichkeit der Congruenz 

x 2 = D (mod. 2 n ) , 
wo »^3 ist, stets die Möglichkeit der Congruenz 

== D (mod. 2* + I ). 
Wir schliessen hieraus zunächst das folgende Resultat: 

Damit die Congruenz 

x* = D (mod. 2"), 

in welcher ä ^> 3 ist, Wurzeln habe, ist erforderlich und hinrei- 
chend, dass 

D = 1 (mod. 8) 

sei. 

Ist nun a eine Wurzel dieser Congruenz — und eine solche 
kann immer nach der obigen Methode gefunden werden — , so 
muss, wenn x irgend eine Wurzel derselben Congruenz bezeichnet, 

x* — a « = (x — a) (x -f a) = 0 (mod. 2 n ) 

sein. Da ferner a sowohl wie x ungerade Zahlen sein müssen, so 
sind die beiden Factoren x — a und x -f- « gerade Zahlen, und 
dann muss 

— — = 0 (mod. 2 71 2 ) 

sein. Da nun die Differenz der beideu Factoren § (x — a) und * (x + a) 
eine ungerade Zahl ist, so muss einer von ihnen ungerade, und 
der andere folglich theilbar durch 2 71 ~ 2 sein. Dies giebt fol- 
gende Fälle: 

x = a (mod. 2 n ~~ x ) oder x = — a (mod. 2 n ~ ! ) 
und diese liefern wieder folgende vier Fälle: 

x = a (mod. 2 n ) ; x = a + 2* " 1 (mod. 2") ; 

x = — a (mod. 2 71 ) ; ^ = — « — 2 71 ~ 1 (mod. 2*). 

Und umgekehrt überzeugt man sich leicht, dass jede dieser vier 
in Bezug auf den Modul 2 71 incongruentcn Zahlen der Congruenz 
genügt. 
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Wir fassen die ganze Untersuchung in folgendem Satze zu- 
sammen : 

Die Congruenz 

x* = D (mod. 2") 

ist 1) stets möglich, wenn % = 1, und hat dann eine Wtirzel; 
2) sie ist, wenn n = 2, stets und nur dann möglich, wenn D = l 
(mod. 4), und sie hat dann zwei Wurzeln; 3) sie ist, wenn tc ^> 3, 
stets und nur dann möglich, wenn V = 1 (mod. 8) ist, und zivar 
hat sie dann vier Wurzeln. 



§. 37. 

Es ist jetzt leicht, die Möglichkeit und die Anzahl der Wur- 
zeln der Congruenz x 2 = D für einen beliebigen Modulus zu beur- 
theilen, der relative Primzahl zu D ist. Wir führen diese Unter- 
suchung ganz allgemein in folgender Weise. 

Ks seien a, b, c . . . relative Primzahlen zu einander, und 

f(x) = 0 (mod. abc . . .) (1) 

eine beliebige zur Auflösung vorgelegte Congruenz, so lässt die- 
selbe sich stets auf die vollständige Auflösung der Congruenzen 

f(x) = 0 (mod. a) \ 

f(x) = 0 (mod. b) (2) 
f(x) = 0 (mod. c) \ 
u. s. w. 

zurückfuhren. Zunächst leuchtet ein, dass jede Wurzeln der Con- 
gruenz (1) auch allen Congruenzen (2) genügen muss; es wird 
daher die Congruenz (1) unmöglich sein, wenn dies mit irgend 
einer der Congruenzen (2) der Fall ist. Umgekehrt, ist a irgend 
eine Wurzel der Congruenz f(x) = 0 (mod. a), ebenso ß irgend 
eine Wurzel der Congruenz f(x) = 0 (mod. b), y eine Wurzel der 
Congruenz f(x) = 0 (mod. c) u. 8. w., so bestimme man (nach 
§. 25) eine Zahl x durch das System von Congruenzen 

x = a (mod. a) 

x = ß (mod. b) (3) 
x = y (mod. c) , 
u. 8. w., 
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fix) =/(«) == 0 (mod. a) 
fix) =f(ß) = 0 (mod. b) 
f{x) =s/(y) = 0 (mod. c) 

U. 8. W. 

und folglich, da a, &, c . . . relative Primzahlen zu einander sind, 
auch 

fix) = 0 (mod. abc . . .), 

d. h. jede dem System (3) genügende Zahl x ist eine Wurzel der 
vorgelegten Congruenz (1). Da nun (nach §. 25) dem System (3) 
unendlich viele Zahlen x genügen, welche aber alle nach dem Mo- 
dul abc . . . einander congruent sind, so liefert das System (3) 
eine und nur eine Wurzel x der Congruenz (1). Ist nun 

k die Anzahl aller incongruenten Wurzeln a (mod. a) 
f* * » » » » ß (mod. b) 

v „ „ „ » y (mod. c) 

U. 8. W., 

so kann man im Ganzen kpv . . . verschiedene Systeme (3) bil- 
den, welchen (nach §. 25) ebensoviele verschiedene Wurzeln x der 
Congruenz (l) entsprechen; und andere Wurzeln kann diese letz- 
tere nicht besitzen, weil, wie schon oben bemerkt ist, jede be- 
stimmte Wurzel x der Congruenz (1) auch Wurzel aller Congruen- 
zen (2) und folglich einem bestimmten a (mod. a), einem bestimm- 
ten ß (mod. ft), einem bestimmten y (mod. c) u. s. f. congruent 
sein inu8s. Mithin ist die Anzahl aller nach dem Modul abc . . . 
incongruenten Wurzeln der vorgelegten Congruenz = Xpv . . . 

Mit Hülfe dieses allgemeinen Resultates sind wir im Stande 
zu beurtheilen, ob die Congruenz 

x % = B (mod. k), 

in welcher D und h relative Primzahlen sind, möglich, und wio 
gross die Anzahl 6 ihrer incongruenten Wurzeln ist. Bedeutet p 
jede beliebige in dem Modul k (also nicht in D) aufgehende un- 
gerade Primzahl, so ist erforderlich, dass 
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sei; ist diese Bedingung erfüllt, so hat die Congruenz x 2 = D 
in Bezug auf jeden Modulus von der Form p n genau zwei incon- 
gruente Wurzeln. Ist daher der Module ungerade, und /* die An- 
zahl der von einander verschiedenen in k aufgehenden Primzah- 
len p, so ist 

Dasselbe ist der Fall, wenn der Modulus k das Doppelte einer 
ungeraden Zahl ist; denn die Congruenz x 2 = D (mod. 2) hat 
stets eine und nur eine Wurzel. 

Ist aber k das Vierfache einer ungeraden Zahl, so ist ausser 

den früheren p Bedingungen ^— ^ = -{- 1 noch erforderlich, dass 

D = 1 (mod. 4) sei; da alsdann die Congruenz x 2 = D (mod. 4) 
zwei Wurzeln besitzt, so ist 

ö = 2^ + 1 . 

Ist endlich k = 0 (mod. 8), so ist ausser den früheren fi Be- 
dingungen ^— ^ = 1 noch erforderlich, dass 1) = 1 (mod. 8) 

sei ; da dann die Congruenz x 2 = D (mod. 2 71 ) , wo n ^ 3, stets 
vier Wurzeln hat, so ist in diesem Fall 

tf = 2' M - 2 . 



§• 38. 

Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, wollen wir noch eine 
Anwendung von dem soeben gewonnenen Resultate auf eine Ver- 
allgemeinerung des Wilson'schen Satzes (§. 27) machen. Setzen 
wir B = 1, so ergiebt sich, dass die Congruenz 

x 2 =l (mod. k) (1) 

für jeden Modul k möglich ist; die Anzahl ö ihrer Wurzeln ist 
= 1, wenn k = 1 oder k — 2; sie ist = 2, wenn k eine Potenz 
einer ungeraden Primzahl oder das Doppelte einer solchen Potenz 
oder =4 ist; in allen übrigen Fällen ist ö durch 4 theilbar. 
Schliessen wir die Fälle k = l und k = 2 aus, so zerfallen die 
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6 Wurzeln in \ 6 Paare von Wurzeln g und — g ; denn mit p ist 
gleichzeitig auch — g eine Wurzel, und da p relative Primzahl zu 
und folglich 2 p nicht = 0 (mod. Ä) sein kann, so sind je 
zwei solche Wurzeln o und — p auch incongruent Das Product 
Q X ( — q) = — Q 2 zweier solcher Wurzeln ist = — 1, und folg- 
lich ist das Product aller <t Wurzeln = -f- 1 oder — 1, je nach- 
dem 6 durch 4 theilbar ist oder nicht 

Unter den q>(h) Zahlen z, welche nicht grösser als k und re- 
lative Primzahlen zu & sind, finden sich zunächst die 6 Wurzeln 
der Congruenz (1) ; die übrigen <jp(Ä) — 6 dieser Zahlen z (wenn 
noch solche vorhanden sind) lassen sich in Paare von je zwei 
solchen Zahlen r und s zerlegen, deren Product rs = 1 ist ; denn 
zu jeder Zahl r gehört (nach §. 22) eine solche Zahl s und nur 
eine, und ausserdem kann s nicht = r sein, weil sonst r 2 = 1, 
und folglich r eine der ö Wurzeln der Congruenz (1) wäre. Mit- 
hin ist auch das Product aller dieser (p(k) — 6 Zahlen = 1. 

Multiplicirt man daher alle <p(k) Zahlen z mit einander, so 
wird das Product = — 1, wenn k Potenz einer ungeraden Prim- 
zahl oder das Doppelte einer solchen Potenz oder =4 ist, in 
allen übrigen Fällen aber = -f- 1. (In den beiden ausgeschlos- 
senen Fällen k = 1 und k = 2 ist <p (k) = 1, und die einzige 
Zahl z = + 1.) Dies ist der verallgemeinerte Wilson'sche Satz. 

§. 39. 

Nachdem in den vorhergehenden Paragraphen die erste der 
beiden in §. 32 aufgeworfenen Fragen ihre vollständige Beant- 
wortung gefunden hat, wenden wir uns jetzt zu der zweiten un- 
gleich interessanteren, aber auch schwierigem Aufgabe : 

Alle Moduln k zu finden, von welchen eine gegebene Zahl D 
quadratischer Best ist. 

Bevor wir zu der Lösung derselben übergehen, wollen wir 
erwähnen, dass man häufig, namentlich in den älteren Schriften, 
eine andere Ausdrucksweise vorfindet. Die Moduln k, für welche 
eine Congruenz f(x) = 0 (mod. k) möglich ist, nennt man auch 
Divisoren der Form /(#), weil es Zahlen x giebt, für welche f(x) 
durch einen solchen Modul k theilbar wird ; die von uns gesuch- 
ten Zahlen Ä sind daher die Divisoren der Form x 2 — D \ sie 
stimmen vollständig überein mit den Divisoren der Form t*—Du*, 
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in welcher t, u zwei unbestimmte ganze Zahlen bedeuten, die aber 
immer relative Primzahlen zu einander sein müssen. Dass wirk- 
lich jeder Divisor der Form x 2 — D auch ein Divisor der Form 
t 2 — Du 2 ist, leuchtet unmittelbar ein, da die letztere in die er- 
stere übergeht, wenn man t = x, u = 1 setzt. Umgekehrt, ist 
h Divisor der Form t 2 — Du 2 , so ist u jedenfalls relative Prim- 
zahl zu k (denn ginge irgend eine Primzahl gleichzeitig in k und 
u auf, so müsste sie auch in t 2 und folglich auch in t aufgehen, 
gegen die Voraussetzung, dass t, u relative Primzahlen sind), und 
man kann folglich eine Zahl x finden, welche der Congruenz 
ux = t (mod. k) genügt; da nun t 2 — Du 2 = 0 (mod. k), so ist 
auch u 2 (x 2 — D) = 0 (mod. k) und folglich, da u 2 relative Prim- 
zahl zu k ist, auch x 2 — D = 0 (mod. k), d. h. jeder Divisor k 
der Form t 2 — Du 2 , in welcher t und u relative Primzahlen zu 
einander sind, ist auch Divisor der Form x 2 — D. 

Das allgemeine Problem wird daher häufig auch so ausge- 
drückt: es sollen alle Divisoren der Form t 2 — Du 2 gefunden 
werden, in welcher D eine gegebene, t und u dagegen zwei unbe- 
stimmte ganze Zahlen bedeuten, die relative Primzahlen zu ein- 
ander sind. 

Wir beschränken uns auch hier auf solche (immer mit posi- 
tivem Vorzeichen genommene) Moduln k, die relative Primzahlen 
zu D sind; da ferner nach den vorhergehenden Untersuchungen 
die Möglichkeit der Congruenz x 2 = D (mod. k) nur von der Be- 
schaffenheit der in k aufgehenden Primzahlen abhängt und für 
einen Modul von der Form 2 n immer leicht beurtheilt werden 
kann, so kommt es nur darauf an, alle ungeraden (in D nicht auf- 
gehenden) Primzahlen p zu finden, von welchen D quadratischer 
Rest ist. Bedenken wir ferner, dass (nach §.33) der quadratische 
Charakter einer Zahl D in Bezug auf einen solchen Modulus p 
nur von den in D enthaltenen Factoren abhängt, so werden wir 
in letzter Instanz auf folgendes Problem geführt: 

Alle ungeraden PrimsaMen p zu finden, für welche irgend eine 
der drei Congrueneen 

x 2 = — 1, x 2 = 2, x 2 = q (mod. p) 

möglich ist, wo q irgend eine gegebene positive ungerade Primzahl 
bedeutet. 
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§. 40. 

Die Auffindung aller ungeraden Primzahlen p, für welche die 
Congruenz 

x" 1 = — 1 (mod. p) 

möglich ist, bietet keine Schwierigkeit, mehr dar. Denn da (nach 
§. 33) allgemein 

(f ) = n ^ (n,od p) 

ist, so erliiilt man spccioll 

(^)s(- ^(mod.*) 

und folglich auch 

In Worten lautet dieser wichtige Satz folgendermaassen : 
Die Zahl — 1 ist quadratiscJier Rest aller Primsahlen von der 

Form 4n -f 1, dagegen quadratischer Nichtrcst aller Primsahlen 

von der Form 4 n -f 3. 

Dasselbe Resultat erhält man auch auf folgendem Wege. Ist 

die Congruenz x 8 = — 1 (mod. p) möglich, und x eine Wurzel 

derselben, so folgt hieraus durch Potenzirung 

p-i 

x p ~ l = (—1) » (mod. p) 

p- 1 

und hieraus (nach dem Fermat'schcn Satze §. 19) ( — 1) * = l 
also p = in l ' t d. h. die Zahl — 1 ist quadratischer Nichtrest 
von allen Primzahlen von der Form 4w -f- 3. Ist umgekehrt p 
von der Form 4n + 1, so ist xp— 1 — 1 algebraisch theilbar durch 
x* — 1, also auch durch x* -|- 1 ; es ist folglich 

xp- 1 — 1 = (x* -f 1) 1>(x\ 

wo i> (x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet ; da nun 
(nach dem Fcrmat'schcn Satze §. 19) die linke Seite dieser Glei- 
chung für p — 1 incongruente Werthe von x congruent Null wird, 
so wird (nach §. 2G) auch x* -\- 1 für zwei incongruente Werthe 
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von x congruent Null*), d. h. die Zahl — 1 ist quadratischer 
Rest von allen Primzahlen von der Form 4n -|- 1. Der Satz ist 
also von Neuem bewiesen. 



§. 41. 

Wir gehen nun zu der Lösung der zweiten Aufgabe über, 
welche sich auf die Congruenz 

x 2 = 2 (mod. p) 

bezieht. Fermat hat, wahrscheinlich durch Induction, folgendes, 
zuerst von Lagrange bewiesenes, Resultat gefunden: 

Die Zahl 2 ist quadratischer Rest aller Primzahlen von einer 
der beiden Formen 8 w -f- 1 oder 8 n -\- 7 , dagegen Nichtrest aller 
Primzahlen von einer der beiden Formen 8 n -f- 3 oder 8 m -f- 5 . 

Wir beweisen zuerst den zweiten Theil des Satzes, dass näm- 
lich 2 Nichtrest aller Primzahlen p von der Form 8 n + 3 ist. 
Offenbar ist derselbe für p = 3 richtig, denn nur die Zahl 1 ist 
Rest von 3. Gesetzt nun, der Satz wäre nicht allgemein gültig, so 
müsste es doch eine kleinste Primzahl p von der Form 8 n + 3 
geben, für welche er unrichtig würde, für welche also die Con- 
gruenz 

x 2 = 2 (mod. p) 

möglich würde. Hierin kann man immer die Wurzel x kleiner 
als p und ungerade voraussetzen, denn wenn x gerade ist, so ist 
die andere Wurzel x' = p — x ungerade. Wir können daher 

x* — 2=pf 

setzen, wo/ positiv und kleiner als p ist; da ferner x 2 von der 
Form 8 n 4- 1, also p f von der Form 8 m — 1, und folglich / von 
der Form 8 n + 3 ist, so hat die Zahl / mindestens einen Prim- 
factor p' von einer der Formen 8 w -f 3 oder 8 m — 3; denn ein 
Product aus lauter Factoren von der Form 8w ± 1 würde wieder 



*) Man findet auch leicht mit Hülfe des Wilson'sohen Satzes (§. 27), dass 
diese Wurzeln = + 1.2.3 ... |(p — 1) sind. 
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dieselbe Form 8 n + 1 haben. Für diese Primzahl p\ die jeden- 
falls <Cp ist, würde dann ebenfalls x* = 2 (mod. p') sein; allein 
dies streitet mit unserer Voraussetzung, dass p die kleinste in der 
Form 8 n + 3 enthaltene Primzahl ist, von welcher die Zahl 2 
quadratischer Rest ist Mithin ist diese Voraussetzung überhaupt 
unzulässig, und es folgt, dass stets 

1 ist, wenn p = 8 n ± 3. 

Wir wollen jetzt zweitens beweisen, dass die Zahl 2 quadra- 
tischer Rest aller Primzahlen p von der Form 8 n -\- 7 ist ; da 
nun (nach §. 40) — 1 quadratischer Nichtrest aller dieser Prim- 
zahlen ist, so haben wir nur zu zeigen, dass die Zahl — 2 eben- 
falls Nichtrest aller dieser Primzahlen ist ; statt dessen stellen wir 
uns die allgemeinere Aufgabe zu beweisen, dass — 2 Nichtrest 
von allen in den beiden Formen 8n b 7 8 w -f 7 enthaltenen 
Primzahlen ist, obgleich dies für die Primzahlen der Form 8 n -\~ 5 
von welchen (nach §. 40) — 1 quadratischer Rest ist, schon im 
Vorhergehenden geschehen ist. Zunächst bemerken wir wieder, 
dass der Satz für die kleinste in einer dieser Formen enthaltene 
Primzahl 5 in der That richtig ist Wenn nun der Satz nicht all- 
gemein gültig ist, so sei p die kleinste ihm nicht gehorchende 
Primzahl, so dass also eine Zahl x existirt, für welche 

x* -f 2 = 0 (mod. p) 

ist; auch hier können wir wieder annehmen, dass x kleiner als 
p und ungerade ist, so dass, wenn wir 

x* + 2 =pf 

setzen, die Zahl / positiv, ungerade und kleiner alsp ausfällt. Da fer- 
ner x 2 4- 2 = 3 (mod. 8) und p = 5 oder = 7 (mod. 8) ist, so muss 
/ entsprechend = 7 oder = 5 (mod. 8) sein; und da einProduct 
aus lauter Factoren von den Formen 8 n 4- 1, oder 8 n -f- 3 stets 
wieder eine dieser Formen, niemals eine der Formen 8« -|- 5 oder 
&n -f - 7 hat, so muss die Zahl / mindestens einen Primfactor p' von 
einer derFormen 8w + 7, 8 n -f 5 haben, für welchen der Satz eben- 
falls unrichtig ist, da x 2 -f 2 = 0 (mod. p') ist; allein, da i>'<i>, 
so streitet dies mit der Annahme, dass p die kleinste dem Satze 
nicht gehorchende Primzahl ist. Also ist die Annahme überhaupt 
nicht zulässig und folglich der Satz allgemeingültig, dass 

Oirlchlct, Zahlenthcorle. 7 
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(t)=- 



1 für p = 8 n + 5 oder — 8 n -f 7, 



d. h. dass 



©-- 



1 für p = 8 w + 5 



1 für j> = 8 n + 7 



ist. 



Es bleibt jetzt nur noch zu beweisen übrig, dass 2 quadra- 
tischer Rest von allen Primzahlen p von der Form 8 n -f- 1 ist ; 
hierauf ist die vorhergehende Methode aus dem Grunde nicht an- 
wendbar, weil die Annahme des Gegentheils sich nicht in Form 
einer Congruenz darstellen lässt, die dann zur Auffindung des 
Widerspruchs benutzt werden könnte. Allein in diesem Falle 
kann man direct, wie folgt, verfahren ; da p == 8 n + 1 ist, so hat 
die Function xf~ 1 — 1 den Divisor x 8 — 1, also auch den Fac- 
tor x 4 -{- 1, und hieraus folgt nach einem frühern Satze (§. 26), 
dass die Congruenz 



es ist daher +2x 2 und folglich auch +2 quadratischer Rest von 
p\ in Zeichen 



Hiermit ist der Satz in allen seinen Theilen bewiesen : wir 
können denselben in der einen Gleichung 



zusammenfassen; denn je nachdem # = 8n + 1, oder p = 8w + 3 
ist, wird J(p 2 — 1) eine gerade oder ungerade Zahl. 



x 4 -f 1 = 0 (mod. p) 
Wurzeln hat; ist nun x eine solche, so ist 

x* + 1 = (x* ± l) 2 + 2x* == 0 (mod. p), 



also 



(x 2 ± l) 2 = ± 2# 2 (mod. p): 




= 1, wenn p = 8 n -f 1. 
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§• 42. 

Wir kommen nun zu der Untersuchung der dritten Frage: 
von welchen ungeraden Primzahlen p ist die gegebene ungerade 
Primzahl q quadratischer liest ? Die vollständige Antwort hier- 
auf wird durch einen der wichtigsten und interessantesten Sätze 
der Zahlentheorie gegeben, welcher seines eigentümlichen Cha- 
rakters wegen den Namen des Reciprocitäts - Satzes erhalten hat. 
Man kann ihn folgendermaassen aussprechen : 

Sind p und q zwei positive ungerade Primzahlen, von denen 
mindestens eine die Form 4 n -f 1 hat, so ist q quadratischer Rest 
oder Nichtrest von p, je nachdem p quadratischer Rest oder Nicht- 
rest von q ist ; haben aber beide Primzahlen p und q die Form 
4 n -f 3, so ist q quadratischer Rest oder Nichtrest von p, je nach- 
dem p quadratische^' Nichtrest oder quadratischer Rest von q ist. 

Offenbar lässt sich dieser Satz in die für beide Fälle gültige 
Gleichung 

© © -<-«*■*• * 

zusammenfassen; denn sobald mindestens eine der beiden Prim- 
zahlen p oder q die Form 4« -f 1 hat, so ist die entsprechende 
der beiden Zahlen \ (p — 1) oder \{q — 1), und folglich auch ihr Pro- 
duet \ (p — 1) • J (q — 1) eine gerade Zahl, so dass 

ist, worin der erste Fall seinen Ausdruck findet; sind dagegen 
beide Primzahlen p und q von der Form 4w -}- 3, so sind auch 
beide Zahlen J (p — 1) und | (g — 1), und folglich auch ihr Product 
\(j> — 1) • \ {q — 1) ungerade, so dass 

©©—•"©=-© 

wird, worin der zweite Theil des Satzes ausgedrückt ist. 

Ist z. B. p = 3, q = 5, so ist p quadratischer Nichtrest von 
q und gleichzeitig q quadratischer Nichtrest von p, in Zeichen 

(!)=(!)=-• 

7* 
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Ist ferner p = 3, q = 13, so ist p quadratischer Rest von q 
und gleichzeitig q quadratischer Rest von p, in Zeichen 

(n) - (?) - ♦ 

Ist dagegen p = 3, q = 7, so ist ^> quadratischer Nichtrest 
von q und gleichzeitig q quadratischer Rest von p, in Zeichen 

©=-©=-■- 

Dieser Satz wurde zuerst von Lcyendre durch Induction ge- 
funden und ausgesprochen; allein erst Gauss hat denselben voll- 
ständig bewiesen, ja er hat nach einander sechs auf ganz verschie- 
denen Grundgedanken beruhende Beweise von diesem Satze gege- 
ben, den er in etwas anderer Form aussprach und seiner Wichtig- 
keit wegen das TJieorema fundamentale in der Theorie der qua- 
dratischen Reste nannte. Wir folgen hier zunächst dem dritten 
dieser sechs Beweise, der sich auf ein Lemma stützt, durch wel- 
ches das Euler'sche Kriterium (§. 33) über den Charakter einer 
Zahl D in Bezug auf die Primzahl p in ein anderes umgeformt 
wird. 

§• 43. 

Wir haben früher (§. 33) gesehen, dass eine durch p nicht 
theilbare Zahl D quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist, je 

nachdem D * = -f 1 oder = — 1 (mod. p) ist ; betrachten wir 
nun die Producte 

D. 2D y 3D . . . ^-^D 

aus dieser Zahl D und aus den ersten \ (p — 1) ganzen positiven Zah- 
len, so werden die kleinsten positiven Reste 

r u r 2 , r 3 . . . r f -i 

derselben, nach demModulusp genommen, erstens sämmtlich ver- 
schieden von einander und kleiner als p sein, und keiner von ih- 
nen kann gleich Null sein. Wir theilen nun diese | (p — 1) Reste 
in zwei Abtheilungen, je nachdem sie grösser oder kleiner als \ p 
sind, und bezeichnen die erstem, deren Anzahl = fi sei, mit 
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die übrigen \ (p — 1) — p = k Reste, welche kleiner als \ p sind, 
mit 

ßu ßt • • • ßx. 

Nimmt man nun von den erstem p Resten ihre Ergänzungen 
zur Zahl p, also die Zahlen 

P P «S • • • P «"/!, 

so liegen dieselben, ebenso wie die k Zahlen ß 9 . . . ßx, auch 
zwischen den Grenzen 0 und | p\ ausserdem sind sie alle von 
einander verschieden; endlich liisst sich aber auch zeigen, dass sie 
von den k Zahlen ß x , ß 2 . . . ßx verschieden sind; denn wäre 
z.B. p — a = 0, also a -f- ß = p = 0 (mod. p), so müsste auch, 
wenn a der Rest von sD. ß der Rest von tD ist, 

sD + tl) = (s + i)D = 0 (mod. p) 

und folglich s + t durch 7) theilbar sein; allein da jede der bei- 
den Zahlen s und / zwischen 0 und \ p liegt, so liegt s -f t zwi- 
schen 0 und p (mit Ausschluss dieser beiden Grenzen); es kann 
daher s + 1 nicht theilbar durch p, und folglich auch nicht p — a 
= ß sein. 

Mithin haben die folgenden k -\- p, — \ (p — 1) Zahlen 

P — «n P — «3 • • • p — 0n ß% ' • * ßx 

lauter von einander verschiedene Werthe, und da sie ihrem Werth 
nach zwischen 0 und \ p liegen, so müssen sie im Complex ge- 
nommen identisch mit den \(p — 1) Zahlen 



1. '2, 3 . . . 




sein, so dass ihr Product 

„ j 

(p — a\)(p — «!») • • • (p — "p) ß t ßi • - - ßx = l - 2 - & - • 

ist. Werfen wir hieraus die Multipla von p weg, so erhalten wir 
die Congruenz 

(— 1),« «! a 2 • • • a fi • ß x ß, • • • ßx = 1 -2-3 • • (mod-p); 
da nun andererseits 
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p i p - 1 

ax ct. 2 • > • ciy - ßi ß-2 ••• ßx = 1 • 2 • • • ^-^ — D 2 (raod. j>) 
ist, so folgt hieraus, dass 

(— 1)." • 1 • 2 ■ • • £^ • D*~r= l . 2 • 3 - • • P -^l (mod. j>) 
und also auch 

2) 2 = (- 1)^ (mod. ^) 
oder, was dasselbe sagt, dass 

(!) - - 

ist. Hierin besteht die Umformung des Kennzeichens, welches 
darüber entscheidet, ob eine Zahl D quadratischer Rest oder 
Nichtrest der ungeraden Primzahl p ist: 

Man braucht nur nachzusehen, ob die Anzahl u der kleinsten 
positiven Reste der Zahlen 

D, 21), 3I> . . . P -^D, 

die grösser als \p ausfallen, gerade oder ungerade ist; je nachdem 
das Erstere oder Letztere eintritt, ist D quadratischer Rest oder 
quadratischer Nichtrest von p. 

Mit Hülfe dieses Satzes ist man schon im Stande, für jedes 
wirklich gegebene D die Formen für die Primzahlen aufzustellen, 
von welchen D Rest oder Nichtrest ist. Um dies deutlicher zu 
zeigen, betrachten wir den allerdings schon früher (§. 41) 
vollständig durchgeführten Fall D = 2. Bilden wir die Zahlen 

2, 4, 6 . . . (p-1), 

so ist jede derselben auch ihr eigener kleinster positiver Rest in 
Bezug auf den Modulus p ; es fragt sich daher nur, wieviele die- 
ser Zahlen grösser als \ p sind. Es sei nun 2 s die letzte dieser 
Zahlen, welche < \p ist, so dass 2 (s + 1) > \ p ist; dann ist 

s < j P, s 4- 1 > j p, 

d. h. s ist die grösste ganze in dem Bruch \ p enthaltene ganze 
Zahl, die wir im Folgenden durch das Symbol [} p] bezeichnen 
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wollen. Hieraus folgt, dass die Anzahl ^ derjenigen der obigen 
l (/>— 1) Zahlen, welche > \p sind, gleich 

^ - [f] 

ist. Um nun zu entscheiden, ob diese Anzahl fi gerade oder un- 
gerade ist, betrachten wir die folgenden vier Fälle : 

1) Ist p = 8 n + 1, so ist | = 2 n + j, also [|J = 2 n 
und p = — [j^J = 4«-2« = 2n; 

folglich ist in diesem Fall 

©-+■■ 

2) Ist p = 8 n + 8» so ist 2 n -f also j^-J =2» 
und fi = 2izl — ^ J = 4 * + l-2n = 2w + l; 

folglich ist in diesem Fall 

3) Ist p = 8 t» -f 5, so ist £ = 2 « 4- 1 + j , also jj^J 
— 2 « 4 1 un d 

;t=^=^-[|] = 4n 4 2-(2m + l) = 2n +■ 1; 

folglich ist in diesem Fall 

©=-• 

4) Ist endlich p = 8 « 4- 7, so ist = 2 n -f 1 -f j, also 
[jlj = 2 n + 1 und 

ft =^=J--[|] = 4 W + 3-(2» + l) = 2n + 2; 
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folglich ist in diesem Fall 

(!)=-• 

Auf diese Weise finden wir also eine vollständige Bestäti- 
gung des Resultats unserer frühern Untersuchung (§. 41), und 
ganz ebenso würde sich für jeden speciellen Werth von B die 
Untersuchung führen lassen, z. ß. für die nächstliegenden Fälle 
B = 3, B — 5 u. s. w. 

§. 44. 

Wir verlassen diese Anwendungen auf specielle Fälle und 
wenden uns zu einer weitern Umformung, bei welcher wir der 
spätem Bezeichnung wegen q statt B schreiben wollen. Bezeich- 
nen wir allgemein mit [x] die grösste in dem Werth x enthaltene 
ganze Zahl, so dass 

0 <j x — O] < 1 

ist, so können wir 

setzen, worin wie früher (§. 43) 

*u r 2 . . . r p _ l 

zwischen den Grenzen 0 und p liegen ; theilen wir wieder diese 
kleinsten Reste in zwei Abtheilungen 

ct x , a 8 . . . 

und 

ßn ß* • • • ßx- 

von denen die erstem > \ p, die letztern <^ { p sind, und be- 
zeichnen wir mit A die Summe der fi erstem, mit B die Summe 
der k letztern, ferner mit M die Summe 
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so folgt durch Addition der vorstehenden Gleichungen 

da nun (nach §. 43) der Complex der Zahlen 

p — <* u p—a 2 ...p — a u ; ßi, ß% . • • ßx 
mit dem Complex der Zahlen 

1 o 3 p ~~ l 
vollständig übereinstimmt, so ist ihre Summe 

zieht man diese Gleichung von der vorhergehenden ab, so erhält 
man 

p '~ l (q-l) = (M-Mp + 2A. 

Nun kommt es uns lediglich darauf an, zu erfahren, ob (i ge- 
rade oder ungerade ist; lassen wir daher alle Multipla von 2 fort, 
so erhalten wir, da p = — 1 (mod. 2) gesetzt werden kann, 

ti = M + £^=J (q - 1) (mod. 2). * 

Je nachdem daher die zur Rechten befindliche Zahl gerade 
oder ungerade ist, wird q quadratischer Rest oder Nichtrest von 
p sein. Nehmen wir daher z. B. wieder den Fall q = 2, so er- 
giebt sich unmittelbar M =*0, also 

w 2 — 1 
= 8 (mod. 2), 

folglich 

g) = (-l,|.=(-l,^; 

dies ist aber genau die schon früher (§. 41) aufgestellte Formel. 

Von jetzt an wollen wir die Untersuchung nur noch unter 
der Voraussetzung fortführen, dass q eine positive ungerade, also 
q — 1 eine gerade Zahl ist; dann ist also 
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p = Jtf(mod. 2), (1) = (-1)*; 

und es reducirt sich daher die ganze Frage darauf, zu entschei- 
den, ob die oben mit M bezeichnete Summe gerade öder unge- 
rade ist 

Nehmen wir an, es sei q < p, so ist in der Reihe 

jedes Glied höchstens um eine Einheit grösser als das unmittel- 
bar vorhergehende ; denn da 

(s + l)g _ sq , q 
P P V 

und 

P Lp] 

ist, wo d einen echten Bruch bezeichnet, so ist 

(s+l)Q = [s_q\ q 

P LjpJ p 

folglich, da die Summe der beiden echten Brüche Ö und noth- 
wendig kleiner als 2 ist, 

piüi] _ g] oder = + 

Da ferner 

\(P — 1 | i> — g 

^ 2 ^ 2p 

ist, so ist der Werth des letzten Gliedes in der obigen Reihe 

Wenn nun s die ganzen Zahlen 1, 2 . . . bis | (|> — 1) durch- 
läuft, so haben wir vorzüglich auf die Werthe von s zu achten, von 

welchen ab der Werth des Symbols j^yj um eine Einheit zunimmt, 
in der Weise, dass 



Digitized b) 



Quadratische Reste. 107 

ist, wo t irgend eine der Zahlen 

1 2 g- 1 

bedeutet. Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber 

sq <t (s + l)q >t 
P V 

(der Fall (s -f \) q = tp kann nicht eintreten, da weder q noch 
(s + 1) durch p theilbar ist) oder, was dasselbe ist, 

.<£<.+ !, 

also 

• - ra 

In der Reihe M giebt es daher 

[£j Glieder, welche den Werth t - 1 = 0 

m-ß] 



e — i 



L g J v ** " * ~~ 2 

haben. Hieraus folgt unmittelbar, dass 3/ 
ist. Setzen wir daher 



so ist 

M + N 



2 2 
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wenn, wie wir vorausgesetzt haben, q eine positive ungerade Zahl 
und kleiner als p ist Nun haben wir oben gesehen, dass 



ist; wenn daher q eine positive ungerade Primzahl bedeutet, so 
ist offenbar nach demselben Satze 



denn N ist nach demselben Gesetze aus q und p gebildet, wie M 
aus p und q. Multipliciren wir daher diese beiden Gleichungen, 
so erhalten wir die Gleichung 



welche ja den Reciprocitätssatz ausspricht. Die während des Be- 
weises gemachte Einschränkung, dass die Primzahl q kleiner sei 
als die Primzahl p, können wir nun natürlich wieder fallen las- 
sen; denn da der Satz ganz symmetrisch in Bezug auf beide 
Primzahlen lautet, und ausserdem eine von beiden, da sie ver- 
schieden sind, doch nothwendig die kleinere sein muss, so wird 
der Satz immer richtig sein, auch wenn p die kleinere von beiden 
Primzahlen ist. 



Wir betrachten zunächst ein Beispiel, um die Nützlichkeit 
des Reciprocitätssatzes für die Beurtheilung der Möglichkeit einer 
Congruenz von der Form 






§• 45. 



x 3 = D (mod. p) 
nachzuweisen. Nehmen wir die Congruenz 

x* = 365 (mod. 1847), 
so ist der Werth des Symbols 
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zu ermitteln. Zunächst zerlegen wir 365 in Primfactoren , ob- 
gleich dies, wie wir später sehen werden, nicht nothwendig ist. 

Aus dieser Zerlegung 365 = 5-73 folgt unmittelbar 

V1847/ ~" \1847/ \1847.y 

Da ferner 5 von der Forin An + 1 ist. so ergiebt sich aus dem 
Reciprocitätssatze 

("IK47) = (~) 
und also, da 1847 = 2 (mod. 5) ist. 

nach §. 41; da ferner auch 73 von der Form 4« -f- 1 ist, so folgt 
wieder aus dem Reciprocitätssatze, und weil 1847 = 22 (mod. 73) 
ist, 

(t84t) = (ir) = (73) = (73) (73) ' 

nun ist aber 73 = 1 (mod. 8), also (nach §. 41) 

(n) = 1 ' folglicb (tUv) = (tI) ; 

nach dem Reciprocitätssatze ist aber wieder 

Gl) = (n) = (n) ? 

und da beide Primzahlen 7 und 11 von der Form 4n-|-3 sind, so 
ist abermals nach dem Reciprocitätssatze 

©=-(¥) — ff) — 

folglich 

(18I7) ~~ (73) = (lj) = ~~ 1 

und also endlich 
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(mt) = (ist) (mf) = <- 11 (- l ) = + 



es ist also 365 quadratischer Rest der Primzahl 1847, d. h. die 
oben vorgelegte Congruenz ist möglich; und in der That ist 

(± 496)» = 246016 = 365 + 133 • 1847. 



Der in dem eben behandelten Beispiel angewendete Algo- 
rithmus, welcher auch bei jedem ähnlichen Beispiel nach einer 
endlichen Anzahl von Operationen zum Ziele führt, lässt sich im 
Allgemeinen bedeutend abkürzen, wenn man sich einer zuerst von 
Jacobi in die Zahlentheorie eingeführten Verallgemeinerung des 
Legendre'schen Symbols bedient; da der Gebrauch dieses Zeichens 
auch für unsere spätem Untersuchungen unerlässlich ist, so be^ 
Bchäftigen wir uns zunächst mit der Erklärung desselben und den 
Gesetzen, denen es gehorcht. 

Es sei die ungerade ZahlP in ihre Primzahlfactoren p, p', p" 
u. s. w. zerlegt, also 



und m irgend eine relative Primzahl zu P; so kommt es oft dar- 
auf an zu untersuchen , ob m von einer geraden oder ungeraden 
Anzahl der sämmtlichen Primzahlen p, p 1 \ p" . . . quadratischer 
Nichtrest ist, d. h. ob das Product 



= + 1 °der = — 1 ist ; dieses Product soll nun von jetzt an 



mit dem einfachen Zeichen bezeichnet werden. Wenn m 



quadratischer Rest von P, und also auch von jeder einzelnen der 
Primzahlen p, p', p" . . . ist, so ist 



§• 46. 



P —pp' p" . 






und folglich auch 
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(fMf)©®-- 1 ' 

aber man darf diesen Satz durchaus nicht umkehren; sobald 
nämlich die Zahl m von zweien der Primfactoren p, p', p" ... (oder 
von vier, von sechs u. s. w.) quadratischer Nichtrest ist, so hat 

das Symbol den Werth 4- 1, und doch ist m quadratischer 

Nichtrest von P. Im einfachsten FalL, wo P selbst eine ungerade 
Primzahl ist, stimmt die Bedeutung des Zeichens offenbar mit 
der früheren überein. Der Vollständigkeit wegen wollen wir 

ferner festsetzen, dass, wenn P = 1, das Zeichen (~p^ = 

immer die positive Einheit bedeuten soll. 

Aus dieser Definition des Zeichens ergeben sich nun 

folgende Sätze: 

1) Ist m relative Primzahl gegen jede der beiden ungeraden 
Zahlen P und Q, also auch gegen die ungerade Zahl PQ, so ist 



denn, wenn 



p = p p' p" . . . 



ist, wo jp, p' . . . q, q' . . . lauter Primzahlen bedeuten, so ist 

Ö5)=©(5)(?)-©(5) (?)■■■ 



2) Sind die Zahlen /, m, n . . . relative Primzahlen gegen die 
ungerade Zahl P, so ist 

(l \ /m\ / w\ / lmn...\ 
p)\p)\T) \— p—J' 

denn, wenn wieder 

P = p p' p" . . . 



i 
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ist, so ist 

(t) - (7) (f) (f) ' ' 

(5) - (7) (f) (?) • • • 

(t) = (7) (f) (?)■■■ 

U. 8. W. 

Da nun ferner, wie früher (§. 33) bewiesen ist, 

ist und Aehnliches für die andern Primfactoren |)', u. s. w. 
gilt, so erhält man durch Multiplication der vorangehenden Glei- 
chungen 

/ 1 \ /m\ / n \ ( lmn... \ ( lnin... \ ( lmn... \ 

\p) \t) v?) — vir) vt~) xi^) ■■■■ 

worin der zu beweisende Satz besteht. 

3) Ist m relative Primzahl zu der ungeraden Zahl P und 
m = m' (mod. P), also auch m' relative Primzahl zu P, so ist 

(5) = G> 

denn, wenn P = p p' p" . . . ist, so ist auch 

m = m' (mod. p) , m = m' (mod. p') , 

u. s. w., also 

/m\ /m'\ /m\ 
u. s. w. , und folglich 

was zu beweisen war. — 

Die beiden letzten Sätze zeigen, dass das verallgemeinerte 
Symbol denselben Gesetzen gehorcht wie das einfache-, wir wollen 
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nun zeigen, dass auch die Werthe der Symbole (~jr) » (ji) na °h 

den frühern Regeln zu bestimmen sind, und endlich, dass auch 
ein dem frühern ganz analoger Reciprocitätssatz Statt findet ; 
um aber den Gang der Beweise nicht zu unterbrechen, schicken 
wir folgende Bemerkungen voraus. Ist 

R = r' r" r'" . . . 

eine beliebige ungerade Zahl, so sind r' — 1, r" — 1, r'" — l... 
lauter gerade Zahlen , und folglich ist jedes Product aus zweien 
oder mehreren dieser Differenzen = 0 (mod. 4) ; bringt man daher 
R in die Form 

R= (l + ^-D) (l + (r"-l)) (l + (r"-l))... 

und führt die Multiplication aus, so ergiebt sich 

R = 1 + (r'— 1) + (*•" — 1) -f- (r'" — 1) -f . . . (mod. 4) 

oder kürzer 

*=i = 2 i^! (m0 d.2), 

wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben r bezieht, der 
die einzelnen Factoren r', r", r'" . . . durchlaufen muss. 

Auf ganz ähnliche Weise ergiebt sich aus denselben Voraus- 
setzungen noch ein zweites Lemma ; es ist nämlich r 2 = l (mod. 8) 
und folglich 

R* = (i +(r't _ l)) (l + (r "t _ D) (l + l)) . . . 

se 1 + 2 (r» - 1) (mod. 64), 

also 

R 3 - 1 _ v r»-l 



_ (mod. 8) 



und um so mehr 



R> — 1 v r* — 1 , , m 
— - — = 1 — — (mod. 2). 

Nach diesen Vorbemerkungen kehren wir zu unserm Gegen- 
stande zurück. 

4) Ist P eine positive ungerade Zahl, so ist 

Dlrlcblet, Ztihlentheorie. 3 
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Denn wenn P das Product aus den positiven Primzahlen p\ p", 
p'" ... ist, so ist 

(t) W (t*) v . 

wo der Summationsbuchstabe p alle Primfactoren jp\ p'\ p'" . . . 
durchlaufen muss; da nun nach dem ersten Lemma 

2 (m „ d .2) 

ist, so leuchtet die Richtigkeit des Satzes ein. 

5) Ist P eine ungerade Zahl, so ist 

(p) = (-d • • 

Denn mit Beibehaltung derselben Zeichen ist 

©-$)<*)<*)••-<-•>"*'. 

und da nach dem zweiten Lemma 

- — g — = g — (mod. 2) 

ist, so ergiebt sicli unmittelbar die Richtigkeit des zu beweisen- 
den Satzes. 

6) Sind die beiden positiven ungeraden Zahlen P und Q re- 
lative Primzahlen zu einander, so ist 



(© (» 



^7 'S =(- 1) 



2 2 



Denn es sei P das Product aus den Primzahlen 

P'* P"> P'" • • • (JP) 
und Q das Product aus den Primzahlen 

q\ q" ... (q) 

welche also von den Primzahlen p\ p", p'" . . . verschieden sind. 
Dann ist zufolge der Erklärung und nach 2) 
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(£) = © (?)■■- n (f )• 

wo das Productzeichen 77 sich auf alle Combinationen einer jeden 
der Primzahlen^ mit einer jeden der Primzahlen q bezieht; ganz 
ebenso ist aber 

(* ) - " (!) 

und folglich 

(© (*) = n (f ) e> 

wo das Productzeichen sich auf dieselben Combinationen bezieht; 
da nun nach dem Reciprocitätssatze 

ist, so ergiebt sich 

wo wieder das Summenzeichen sich auf dieselben Combinationen 
jeder Primzahl jp mit jeder Primzahl q erstreckt; es ist daher 

p —\ g—i v p __ x v ? — 1 
2 2 ~~ ~~2~~ X ~ ~~2~ ' 

wo auf der rechten Seite das erste Summenzeichen sich auf alle 
Primzahlen das zweite sich auf alle Primzahlen q bezieht. Da 
nun nach dem ersten Lemma 

= (m „ d . 2) 

und 

SÜ^i (m0 d.2) 
ist, so ergiebt sich 



Digitized by Google 



116 



Dritter Abschnitt. 



und hieraus 



(I) 0) -<-'>**. 



was zu beweisen war. — 

Es bleibt uns nun noch eine Bemerkung über das Symbol 



zu machen übrig; wir haben bisher dieses Zeichen nur unter 



der Voraussetzung definirt, dass die Zahl P eine positive ungerade 
Zahl, und dass die positive oder negative Zahl m relative Prim- 
zahl zu P ist; wir erweitern jetzt die Bedeutung des Zeichens 
dahin, dass P auch eine negative ungerade Zahl sein kann, immer 
aber mit der Beschränkung, dass m relative Primzahl zuP ist*); 
und zwar setzen wir fest, dass 



sein soll. Dann leuchtet augenblicklich ein, dass die Sätze 1), 
2), 3) und 5) ohne Beschränkung gültig bleiben; ferner, dass der 
Satz 4) nur dann richtig ist, wenn P positiv ist, dagegen für ein 
negatives P falsch wird; und endlich, dass der Satz G) nur dann 
gültig bleibt, wenn mindestens eine der beiden Zahlen P und Q 
positiv ist, dagegen seine Gültigkeit verliert, wenn beide Zahlen 
P und Q negativ sind. 



Die oben (§. 45) an einem Beispiel behandelte Aufgabe, den 



Primzahl ist, bildet offenbar nur einen ganz speciellen Fall der 
allgemeinen Aufgabe, den Werth irgend eines Symbols \ ?p \ zu- 
bestimmen; damals war, nachdem m auf seinen kleinsten Rest 



*) Später (Supplemente §. 116) werden wir festsetzen, dass (^) = 0 



sein eoll, sobald P eine ungerade Zahl, tn aber keine relative Primzahl zu 





§. 47. 



Werth des Symbols 





P ist. 
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nach dem Modul p reducirt war, der nächste Schritt der, tn in seine 
Primfactoren g, q' u. s. w. zu zerlegen, und dann, die einzelnen 

Symbole , u. s. w. mit Hülfe des Reciprocitätssatzes in 

einfachere umzuformen. Jetzt ist diese Zerlegung in Primzahl- 
factoren (abgesehen von dem Factor 2) ganz überflüssig geworden, 
und der anzuwendende Algorithmus ist demjenigen ganz ähnlich, 
durch welchen der grösste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen 
gefunden wird. Einige Beispiele werden genügen, um diese ein- 
fachere Methode zu erläutern. 

Beispiel 1 : Nehmen wir das schon oben (§. 45) behandelte 
Beispiel, so können wir jetzt nach dem verallgemeinerten Reci- 
procitätssatze 

/365\ _ /1847\ 
\1847/ \ 365 / 

setzen, weil 365 von der Form 4 m -f 1 ist. Da ferner 1847 = 22 
(mod. 365) ist, so ist nach §. 46, 3) und 2) 

V 365 ) V365/ \365y \365/ ' 
da ferner 365 = 5 (mod. 8), so ist nach §. 46, 5) 

(&) — ». 

also 

\365/ 

Nach dem verallgemeinerten Reciprocitätssatze ist nun wieder 
und folglich 

(©-+•• 

wie früher. 

Beispiel 2: Nach dem verallgemeinerten Reciprocitätssatze 



ist 



/195 \ /190l\ 
\190V "~ V 195/ 
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weil 1901 == — 49 (mod. 195), so iat 

/1901 \ _ / - 49 \ . 
\ 195 / \ 195 /' 

da ferner die Zahlen — 49 und 195 nicht beide negativ sind, so 
gilt für sie der verallgemeinerte Reciprocitätssatz, und, weil beide 
von der Form 4«+ 3 sind, so ist 

/— 49\ / 195 \ /195\ 

\^)--\=^) = -Kw)' 

weil endlieh 195 = — 1 (mod. 49), und 49 von der Form 4n 4- 1 
ist, so ist 



also 



\190V 



d. h. 195 ist quadratischer Nichtrest der Primzahl 1901. Natür- 
lich hätte sich die Auflösung abkürzen lassen durch Zerlegung 
in Factoren, nämlich durch die Bemerkung, dass 49 = 7 • 7 und 
folglich 



( 195 ) — (195) " 1 



ist; überhaupt wird die Operation immer bedeutend abgekürzt, 
wenn man im Zähler oder Nenner des Symbols quadratische Fac- 
toren bemerkt, da diese sogleich fortgelassen werden können. 

Beispiel 3: Um den Werth des Symbols C^^) zu bestim- 
men, kann man zuerst aus dem Zähler den Factor 2 absondern, 
wodurch man, da 101 von der Form 8« -f 5 ist, 

(IL) = (J-\ (IL) = - (2L\ 
\101y \101y \101y \\o\J 

erhält; dann ist ferner nach dem Reciprocitätssatze 

/37 \ / 101 \ / — 10 \ /10\ 
\10\) ~\3l)~\37j — \w) 

und, weil 37 von der Form 8 n + 5 ist, 
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(37) = (37) (37) = - (37) 5 
endlich ist wieder nach dem Reciprocitätssatze 

Ä) - (?) -(!)-' 

und folglich 

(w) = - 1 - 

Kürzer gelangt man durch folgende Kette zum Ziele : 
(lÖl) = ("101") = (=27 ) = (~27~) = (=7) 



§. 48. 

Wegen der Wichtigkeit des Reeiproeitätssatzes theilen wir 
hier noch einen andern Beweis desselben mit, nämlich den ersten 
der Ton Gauss gegebenen sechs Beweise*)-, dies kann hier um 
so eher geschehen, als durch die im Vorhergehenden erörterte 
Verallgemeinerung des Legendre'schen Symbols mehrere der von 
Gauss unterschiedenen acht Fälle sich zusammenziehen lassen, 
wodurch der Beweis an Kürze und Uebersichtlichkeit bedeutend 
gewinnt **). 

Das Wesen dieses Beweises besteht in der sogenannten voll- 
ständigen Induction; wenn nämlich der Satz für je zwei Prim- 
zahlen p, p' richtig ist, welche kleiner sind, als eine bestimmte 
Primzahl g, so lässt sich zeigen, dass er auch für jede Combina- 
tion einer solchen Primzahl p mit der Primzahl q selbst gelten 
muss; hieraus und weil der Satz für die beiden kleinsten ungeraden 
Primzahlen 3 und 5 wirklich richtig ist, folgt dann unmittelbar 
seine Allgemeingültigkeit. 



*) Disquisitiones Arithmeticae artt. 135 — 144. 

**) Dirichlet: lieber den ersten der von Gatiss geyebenen Beweise den 
Beciprocitätsgesetses in der Theorie der quadratischen Beste (Crelle's 
Journal XLVII). 
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Von besonderer Wichtigkeit für diesen Nachweis ist nun die 
vorläufige Bemerkung, dass aus der angenommenen Richtigkeit 
des Reciprocitätssatzes für je zwei Primzahlen p y p', welche klei- 
ner als die Primzahl q sind, mit Nothwendigkeit auch die Gültig- 
keit des verallgemeinerten Satzes 



(!) (I) = <- ■» 



P-l Q-l 
* 2 



folgt, sobald die beiden ungeraden relativen Primzahlen P und Q 
(die nicht gleichzeitig negativ sein dürfen) nur solche Primzahl- 
factoren enthalten, die kleiner als q sind ; denn der Beweis die- 
ses verallgemeinerten Satzes gründete sich ausschliesslich auf 
die Richtigkeit des einfachen Satzes für alle die Paare von 
zwei Primzahlen, von denen die eine in 1\ die andere in Q 
aufgeht. 

Eine letzte vorläufige Bemerkung, welche mehrere Male zur 
Anwendung kommen wird, ist folgende: ist jede der beiden Zahlen 
k und l relative Primzahl gegen die ungerade Zahl m, und ist die 

Congruenz kx 2 = 1 (mod. m) möglich, so ist immer = (^)* 
denn kl ist quadratischer Rest von m, und folglich 



Bei dem Beweise nun, dass der Reciprocitätssatz für jede 
Combination von q mit einer Primzahl p, welche kleiner als q ist, 
gilt, haben wir zwei Fälle zu unterscheiden. Der eine Fall und 
zwar der schwierigere findet Statt, wenn q die Form 4 n -f 1 hat, 
und zugleich p quadratischer Nichtrest von q ist; dann ist zu 
beweisen, dass auch q quadratischer Nichtrest von p ist. In 
irgend einem der andern Fälle, nämlich wenn q von der Form 
4n + 3 ist, oder auch, wenn q zwar die Form 4n + 1 hat, 
dann aber p quadratischer Rest von q ist, kann man offenbar 
der Primzahl p immer ein solches Vorzeichen geben , dass , wenn 
man o = + p setzt, wenigstens für eins der beiden Vorzeichen 
ö quadratischer Rest von q wird; dann ist also zu beweisen, 
dass 
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ist; dieser letztere Fall ist deshalb leichter zu behandeln, weil die 
Annahme sogleich einen Ansatz giebt, welcher nur ausgebeutet 
zu werden braucht. Wir beginnen daher mit diesem Theil des 
Satzes. 



§. 49. 

Es sei also o = + p quadratischer Rest von q, so hat die 
Congruenz x* = ta (mod. q) zwischen 0 und q immer zwei Wur- 
zeln x, deren Summe = q, und von denen folglich die eine, welche 
wir mit e bezeichnen wollen, eine gerade Zahl ist. Dann wird 

e 2 o r= qf 

sein, wo / eine ganze Zahl bedeutet, welche jedenfalls nicht = 0 
ist, weil sonst die Primzahl <a eine Quadratzahl sein müsste. 
Diese Zahl / kann aber auch nicht negativ sein; denn sonst wäre 
co positiv = p, und p — e* eine positive durch q theilbare Zahl, 
was aber unmöglich ist, da p — e 2 <; p und der Voraussetzung 
nach p<^q ist. Diese positive Zahl / muss ferner ungerade sein; 
denn da e gerade ist, so ist e 2 — <a ungerade, und folglich auch 
jeder Divisor von e 1 — o, also auch / ungerade. Endlich ist 
diese positive ungerade Zahl / noth wendig << q — 1 ; denn da 
e ^ q — 1, und p<q— 1, so ist qf = c* — a)< (q— l) 2 + (q — 1), 
d. h. qf < q (q — 1), also wirklich / < q — 1. 

Nun sind zwei Fälle möglich : 

1) Ist / nicht durch p theilbar, so folgt aus der Gleichung 
e 3 — w = qf, dass 

(/) = + 1 ' 

und ferner, weil qf quadratischer Kest von p ist, dass 

(i) - (9 
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sein muss; da nun die beiden ungeraden Zahlen / und o relative 
Primzahlen zu einander, beide kleiner als q, und endlich nicht 
beide negativ sind, so gilt für sie der verallgemeinerte Recipro- 
citätssatz, d. h. es ist 



© (?) = <- " 



• Vi(/-D 



und hieraus ergiebt sich uuter Berücksichtigung der beiden vor- 
hergehenden üleichungen 



(üt-l) • •/«(/-!) 



Da ferner e eine gerade Zahl ist, so ist auch — co = qf (mod. 4), 
also (nach dem ersten Lemma in §. 46) 

w-f 1 qf—l q— 1 , /-l , , ftX 
--y-^^y- s5L 2-+ 2 (m ° d,2); 

multiplicirt man diese Congrueuz mit | (oj — 1), so erhält man auf 
der linken Seite ein Product aus zwei successiven ganzen Zahlen, 
also gewiss eine gerade Zahl, und hieraus folgt unmittelbar 

a — \ f—1 w— 1 q — 1 

— — S — 2 (m ° d - 2) 

und also 



(i) - <- '< 



was zu beweisen war. 

2) Ist dagegen / theilbar durch p , so kann man / = a> q> 
setzen, wo <p eine ungerade Zahl bedeutet, die dasselbe Zeichen 
wie m hat und ihrem absoluten Werthe nach < q ist. Da nun 
e* — © = qcoq>, so ist auch e theilbar durch a und also e — so. 
wo e wieder eine gerade Zahl ist. Hieraus ergiebt sich nun 

«2ö — 1 = qcp, 

und es kann daher <p nicht durch gj theilbar sein. Nun war o> 
quadratischer Rest von / =' a><p, und folglich auch von g>, also ist 
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ausserdem folgt aus der vorhergehenden Oleichung, dass — q<p 
quadratischer Rest von ao. dass also 

© = m 

ist ; da endlich von den beiden ungeraden Zahlen — <p un d « 
die eine positiv ist, und da sie relative Primzahlen zu einander 
und ausserdem beide < q sind, so ist nach dem verallgemeinerten 
Reciprocitätssatze 

-1) • V*(y + 1) 



und folglich unter Berücksichtigung der beiden vorhergehenden 
Gleichungen 



9 = <- » 



Da nun e eine gerade Zahl und folglich q<p = — 1 (mod. 4) ist, 
so muss die eine der beiden Zahlen q> und q von der Form 
4»-f 1, die andere aber von der Form 4« -f 3 sein, woraus 
folgt, dass 

9 + 1 _<Z-1 



und also 



, (mod. 2) 



(!) = <- ^ 

ist. Also ist auch für diesen Fall der Satz bewiesen. 



§. 50. 

Wir kommen nun zu dem zweiten Theil , in welchem voraus- 
gesetzt wird, dass p Nichtrest von und q von der Form 4» + 1 
ist, und in welchem bewiesen werden muss, dass q Nichtrest 
von p ist. Hier fehlt nun die Möglichkeit eines Ansatzes, und 
um diese zu gewinnen, kommt alles darauf an nachzuweisen, dass 
wenigstens eine Primzahl p' <^q existirt, von welcher q quadra- 
tischer Nichtrest ist, oder mit andern Worten, dass die Prim- 
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zahl q nicht von allen kleinern Primzahlen quadratischer Rest 
sein kann. Für den Fall, dass q = 5 (mod. 8) ist, hat dieser 
Nachweis nicht die geringste Schwierigkeit; denn dann ist 
a G? ~f" 1) = 3 (mod. 4) , und folglich muss unter den Primfactoren 
dieser Zahl \ (q -\- 1), welche natürlich alle <; q sind, minde- 
stens einer p' von der Form 4n 3 sein; dann ist aber 
q = — 1 (mod. p') und folglich quadratischer Nichtrest einer 
kleinern Primzahl jp'« Desto schwieriger war dieser Nachweis 
für den andern Fall zu führen, in welchem q = 1 (mod. 8) ist; 
und Gauss selbst gesteht*), dass es ihm erst nach manchen ver- 
geblichen Versuchen gelungen ist. diese capitale Schwierigkeit 
zu überwinden; er gelangte dazu durch folgende äusserst scharf- 
sinnige Betrachtung. 

Es sei 2 m +- 1 irgend eine ungerade Zahl, aber kleiner als q. 
Wenn nun q quadratischer Rest von allen ungeraden Primzahlen 
z ist, welche diese ungerade Zahl 2w + l nicht übertreffen, so ist 
nach frühern Sätzen (§. 37) die Primzahl q, da sie = 1 (mod. 8) 
und also von jeder Potenz der Zahl 2 quadratischer Rest ist, 
auch quadratischer Rest von jeder Zahl, welche keine andern 
ungeraden Primfactoren als die Primzahlen z enthält, und also 
z. B. von der Zahl 

M= 1.2.3.4 (2m) (2m + l); 

es giebt daher positive Zahlen k von der Beschaffenheit, dass 

q = k* (mod. M) 

ist, und zwar muss k relative Primzahl zu M sein, weil 2m + 1 <Zq 
und also auch q relative Primzahl zu M ist. Aus dieser Con- 
gruenz folgt nun weiter, dass in Bezug auf den Modul M 

k(q — 1*) (q - 2 a ) (q - 3«) ... (q - m') 
k (fc a - 1*) (k* — 2») (Ä* - 3«) . . , (k* — m') 
= (fc + m) (Jfc + m — 1)... (Jfc+l) k (k — 1)... (k-m + 1) (k - m) 

ist; da nun nach einem frühern Satze (§. 15 Anmerkung) jedes 
Product von (2m-f-l) successiven ganzen Zahlen durch M theil- 

— — * 

*) Disqui8itione8 Arithmeticae art. 125. 
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bar, und ausserdem 1c relative Primzahl zu M ist, so ist das 
Product 

tt - l 2 ) (« - 2») (q - 3») . . . (q - m«) 
theilbar durch das Product 

M = (m + l) ((m + l) a - l 2 ) ((m 4- D 2 - 2 a ) . . . (im + l) 2 — m») 

d. h. das Product 

1 q — V q — 2* q — m» 

* (^-^iy2"^p • (^T-ji 1)3 — 2* * ' ' (w+ 

ist nothwendig eiue ganze Zahl. 

Andererseits leuchtet ein, dass dieses Product gewiss keine 
ganze Zahl ist, sobald für m die grösste ganze Zahl unterhalb Vq 
genommen wird; denn, wenn m<^ Vq <C m + 1 ist, so sind alle 
Factoren dieses Productes echte Brüche. Da nun ausserdem 
2 m 4~ 1 < 2 Vq -|- 1 <C ^ ist, so kann für diese Zahl m die 
Annahme nicht zulässig sein, und wir haben daher folgenden 
Satz gewonnen: 

Ist q eine Primzahl von der Form 8 n -f- 1 , so giebt es unter- 
halb 2 Vq -f 1 und folglich auch unterhalb q mindestens eine un- 
gerade Primzahl p', von welcher q quadratisclier Nichtrest ist. 



§. 51. 

Nachdem für jede Primzahl q von der Form 4 n -f 1 die 
Existenz einer Primzahl p' <iq nachgewiesen ist, von welcher q 
quadratischer Nichtrest ist, gehen wir zum Beweise unseres 
zweiten Theiles über. Jede solche Primzahl p' muss Nichtrest 
von q sein; denn wäre p' Rest von q, so würde aus dem schon 
von uns bewiesenen Theil (§. 49) 



«.)-< 



— i) ' y * {q - X) — _|_ i 



folgen, was mit der Voraussetzung streitet. Mithin gilt für diese 
Primzahl p' das Reciprocitätsgesetz. Giebt es nun ausser p' noch 
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andere ungerade Primzahlen j) < g, welche Nichtresto von q 
sind, so ist nur zu beweisen, dass 

(w) - + 1 

ist, weil hieraus sogleich folgt, dass q Nichtrest von p ist. Da 
nun der Voraussetzung nach p' und p quadratische Nichtreste 
von q sind, so ist pp' quadratischer Rest von und es giebt da- 
her wieder eine gerade Zahl e < q von der Beschaffenheit, dass 

^ — PP' = <1<P 

und <p eine ganze Zahl ist ; und weil die linke Seite dieser Glei- 
chung eine ungerade Zahl darstellt, welche ihrem absoluten Werth e 
nach <C </ 2 ist, so ist <p ebenfalls eine ungerade Zahl und zwar 
«< q. Je nach der Beschaffenheit dieser Zahl q> zerfällt nun der 
Beweis in drei Theile. 

1) Ist <p weder durch p noch durch p' theilbar, so ist 

m - + 

und da q<p quadratischer Rest von pp' ist, auch 

da ferner die beiden ungeraden relativen Primzahlen <p und p p ' 
(von denen die letztere positiv ist) nur solche Primfactoren ent- 
halten, welche <; q sind, so gilt für diese beiden Zahlen auch 
das verallgemeinerte Reciprocitätsgesetz , d. h. es ist 

/ y \ ( pp' \ _ / ^(y-D • v^pp'-d 

Kpp'J Ur l ; 

und folglich, mit Berücksichtigung der beiden vorhergehenden 
Gleichungen 

( q \ _ , *M<p-d • Vi(pp'-i) 

Kpp'J ~ K } 

Da aber e eine gerade Zahl, so ist qcp = — pp' (mod. 4), also, 
da q = 1 (mod. 4) ist, 
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cp = — pj)' (mod. 4) 
t-i^ _ jyj^l (mod 2) 



JL^L . J£jni = 0 (mod. 2) 



und folglich 



was zu beweisen war. 

2) Ist <p durch p' theilbar, durch p nicht theilhar, so setze 
man <p — p'ty, und, da auch e durch p' theilbar sein muss, e = 
p's; dann ist t/><g eine durch p nicht theilbare ungerade, und e 
eine gerade Zahl, und es wird 

i>'« 2 — p = qrp. 

Hieraus folgt nun zunächst wieder (da tlf relative Primzahl zu 
pp' ist) 

ferner 

(?) - ©• - (i) = (f) (i) 

und 

(9) - (¥)■ - ft) - (t 2 ) ® 

und folglich 

da endlich V und pp' nur solche Primfactoren enthalten, die 
sind, so ist nach dem verallgemeinerten Reciprocitätssatz 

/ \ ZjpjA , n 0/'- 1) • v« (p v' - 1) 

v * ; ~ ( ; 

und hieraus in Verbindung mit zwei vorhergehenden Gleichungen 
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^JL_^ _ (_ 1) V 8 (P + D • Vi(p/-D 4- •/«(»/»— l) • l«(pp'-D # 

Da nun £ 2 = 0 (mod. 4) und (/ = 1 (mod. 4), so ist # = — |> 
(mod. 4), folglich 

|(*_ 1) = i(p + 1) (mod. 2), 

also 

+ i) • Up' - i) 4- - i) • Kpp' - !) 

= 1(1» 4- 1) [KP' - 1) + i(PP' - 1)] (mod. 2), 
und da ferner (nach dem ersten Lemma in §. 46) 

k(PP' - 1) = l (P ~ 1) + iü»' - 1) (mod. 2) 
ist, so ergiebt sich 

Up + i) • Up' - i) + i(* - i) • i(w' - i) 

= Hl>+ l)-l(i?-l) = 0(mod. 2) 

und folglich 

= 1 ' 

was zu beweisen war. 

Da bei diesem Beweise die Annahme y^j = — 1 gar nicht 

zur Anwendung gekommen ist, so wird durch einfache Vertau- 
schung von p mit p' der Beweis für den Fall entstehen, dass q> 
durch p theilbar, durch p' nicht theilbar ist; denn im Uebrigen 
sind sowohl die Voraussetzungen als auch das zu beweisende Re- 
sultat — 1 vollständig symmetrisch in Bezug auf beide 

Primzahlen p und p'. 

3) Ist (p sowohl durch p als auch durch p' und folglich (da 
p und p' verschiedene Primzahlen sind) auch durch pp' theilbar, 
so setze man (p — pp'ty, und, da e dann ebenfalls durch pp' 
theilbar ist, e = pp' «; dann bedeutet # eine ungerade Zahl 
< g, und s eine gerade Zahl, und es wird 

pp'e* — l = g^. 

Hieraus folgt, dass pp' relative Primzahl zu ^ und ausserdem 
quadratischer Rest von ^, also 
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ist; ebenso ergiebt sich aber, dass — qi> quadratischer Rest von 
pp', dass also 

ist; nach dem verallgemeinerten Reciprocitätssatze, welcher offen- 
bar für die beiden Zahlen — # und pp' gilt, ist ferner 

(^7)(^) = (-l) ,A( ' ^ '- ,, ,/ "* + ,) . 

und hieraus ergiebt sich in Verbindung mit den beiden vorher- 
gehenden Gleichungen 

{ Q \ — ( i\ K (pp*-!)- l A<V + i> 

Kpp'J ~ { > 

Da aber s eine gerade Zahl, und 2 = 1 (mod. 4), so ist # = — 1 
(mod. 4), also \ 4- 1) eine gerade Zahl, und folglich 

<&)-•• 

was zu beweisen war. 

Hiermit ist nun auch der zweite Theil des Beweises vollstän- 
dig geführt und dadurch die Allgemeingültigkeit des Reciproci- 
tätssatzes von Neuem nachgewiesen (ein dritter Beweis findet 
sich in den Supplementen I. §. 115). Auf ähnliche Weise lassen 
sich auch die Sätze über die Charaktere der Zahlen — 1 und 2 
begründen, was dem Leser überlassen bleiben mag*). 

§. 52. 

Nach allen diesen Untersuchungen kehren wir nun zurück zu 
der Beantwortung der zweiten in §. 32 aufgeworfenen Frage, 
welche in §. 39 auf die folgende reducirt ist: 

Von welchen ungeraden Primgahlen q ist die gegebene Zahl D 
quadratischer Best? 



*) Dirichlet a. a. 0. 

Diricblet, Zahlcutheorie. 
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Auch jetzt fragen wir nur nach denjenigen (positiv genomme- 
nen) Primzahlen g, welche nicht in B aufgehen, und setzen ausser- 
dem der Einfachheit halber voraus, dass B durch kein Quadrat 
(ausser 1) theilbar ist, weil der allgemeinere Fall offenbar so- 
gleich auf diesen einfachem reducirt werden kann. Es handelt 
sich also darum, allgemeine Formen anzugeben , in welchen die 
Primzahlen q enthalten sind, für welche das Legendre'sche Sym- 



bol ( — ) = -f- 1 ist, und es wird sich zeigen, dass nicht blos alle 



diese Primzahlen q (die Divisoren der Form t 2 — Dw J nach 
§. 39), sondern überhaupt alle ungeraden Zahlen Q, welche rela- 
tive Primzahlen zu B sind und für welche das Jacobi'sche Sym- 



bol (—) — + 1 ist, in einer bestimmten Anzahl von Linearfor 



men, d. h. von arithmetischen Reihen enthalten sind, deren Diffe- 
renz entweder =. B oder = 42) ist. Da wir vorausgesetzt ha- 
ben, dass die positive oder negative Zahl B durch keine Quadrat- 
zahl theilbar ist, so wird, wenn wir das Product aller in B auf- 
gehenden positiven ungeraden Primzahlen p mit P bezeichnen, 
entweder B = + P, oder B — ±_ 2P sein; falls B keine unge- 
rade Primzahl p als Factor enthält (für welchen das Resultat 
aber schon in den §§. 40. 41 oder allgemeiner in §. 46, 4) und 5) 
angegeben ist), wird P = 1 zu setzen sein. Wir unterscheiden 
im Ganzen vier Fälle. 



In diesem Falle ist, wenn Q irgend eine positive, ungerade 
Zahl bedeutet, die relative Primzahl zu B ist, zufolge des verall- 
gemeinerten Reciprocitätssatzes 



es handelt sich also nur darum, alle Zahlen Q zu finden, für 



welche das Symbol (-^) = -f 1 ist. Lassen wir den unmittel- 



bar evidenten Fall B = P = 1 unberücksichtigt, und bezeichnen 
wir mit p, p\ p" . . . die sämmtlichen in B aufgehenden Prim- 
zahlen, so ist 





I. B = ±P=l (mod. 4). 





P = 



pp'p 



und also 



- 
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(i) - (i ) © #)■•• . 



... 



Wir denken uns nun in Bezug auf jede der Primzahlen p, p\ p 
ein vollständiges Restsystem (immer mit Ausschluss der Zahlen, 
welche = 0 sind) aufgeschrieben; bezeichnet man mit k> k\ k" ... 
beliebige, aus diesen Restsystemen in Bezug auf die Moduln p, 
p\p" . . . herausgegriffene, Individuen, so wird durch die Con- 
gruenzen 

m = k (mod. p), m = k' (mod. p'), m = k" (mod. p") . . . 

(nach §. 25) eine und nur eine Zahlclasse m in Bezug auf den 
Modul P=p p' p" . . . bestimmt, welche immer nur relative Prim- 
zahlen gegen P enthält; und da k\ k" . . . resp. p — 1, p' — 1, 
p" — 1 . . . verschiedene Werthe annehmen können, so erhält 
man im Ganzen 

( , _ i) ( p- _ i) (j,"-iy,.. = 9 (P) 

verschiedene solche Systeme von Congruenzen, durch welche die 
sämmtlichen <p (P) Zahlclassen nach dem Modul P bestimmt wer- 
den, die relative Primzahlen zu P enthalten. Je nachdem nun 
eine gerade oder ungerade Anzahl der Symbole 

(i). f © ■ • ■ 

den Werth — 1 hat, wird 0^ = + 1 oder = — 1. Es leuch- 
tet aber ein, dass beide Fälle gleich oft vorkommen werden ; für 
den Fall nämlich, dass nur eine einzige Primzahl p in D aufgeht, 
ist dies unmittelbar evident, weil unter den Zahlen k gleich viele 
lieste und Nichtreste von p sind; und wenn D noch andere Prim- 
zahlen p\ p"... enthält, so wird für jedes der (p' — l)(i>" — 1)... 
möglichen Systeme von Werthen, welche den Zahlen k',k"... 
beigelegt sind, das Product 

■JA 



(p) G") 



ein bestimmtes Zeichen haben, und giebt man nun dem k alle 
seine p — 1 Werthe, von denen die eine Hälfte die quadratischen 
Reste, die andere die quadratischen Nichtreste von p enthält, so 
wird das Product 



/k\ /k'\ 
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ebenso oft, nämlich \ (p — 1) mal, den Werth 1 wie den Werth 
— 1 erhalten, und wiederholt man dasselbe mit allen (p' — 1) 
(p" — 1) • • möglichen Combinationen ?on k', k" . . ., so wird 
das Product 



(?) (?) (?) • " " = © 



ebenso oft, nämlich \ <p(P) mal, den Werth -|- 1, wie den Werth 
— 1 annehmen. Die sämmtlichen <p (P) Zahlen, welche << P und 
relative Primzahlen zu P sind (wo P irgend eine ungerade durch 
kein Quadrat theilbare Zahl >> 1 bedeutet), zerfallen daher in 
zwei Gruppen; die eine Gruppe enthält die jqp(P) Zableu «, für 

welche = 1, die andere die j<p(P) Zahlen 6, für welche 

(~ \ = — 1 ist. Dieser Satz lässt sich auch so fassen, dass für 
jede solche Zahl P stets 



ist, wo der Buchstabe m alle Zahlen durchlaufen muss, die rela- 
tive Primzahlen zu P und < P sind (vergL Supplemente I. §.116). 
Aus dieser Betrachtung folgt nun, dass alle die gesuchten 

(positiven ungeraden) Zahlen Q, für welche = -f- 1 ist, in 

einer der \ <p (P) Linearformen 

Px + a 

und alle diejenigen, für welche = — 1 ist, in einer der 
\ <p (P) Linearformen 

Px + b 

enthalten sind, wo x eine unbestimmte ganze Zahl bedeutet. 

Wie nun in jedem gegebenen Fall die Zahlen a und b am 
einfachsten gefunden werden, wird man am besten aus einem Bei- 
spiel ersehen. Es sei D = 21, also auch P = 21 = 3 • 7 ; dann 
giebt es 12 Zahlen tw, welche in der folgenden Tabelle die erste 
Horizontalreihe einnehmen, 
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m 


1 


1 

2 


4 


5 

i 


8 


10 


11 


13 




17 


19 


20 


(f) 


+ 


— 


+ 


— 


— 


+ 


— 


+ 


+ 


— 


+ 


— 




+ 


+ 










+ 












(3) 


+ 




+ 


+ 












+ 




4- 



in der zweiten Horizontalreihe sind die Vorzeichen von 



der dritten die von angegeben; hieraus ergiebt sich durch 
Multiplication die vierte Horizontalreihe, in welcher sich die Vor- 
zeichen von (^—^ finden. Die Zahlen a sind daher 

1, 4, 5, 16. 17, 20 
und die Zahlen b folgende 

2, 8, 10, 11, 13, 19. 

Man sieht aber sofort ein, dass man diese Arbeit nur zur Hälfte, 
nämlich nur für die Zahlen m' auszuführen braucht, welche 
<T } P sind; denn für die übrigen Zahlen m = P — m' ist 

Endlich kann man auch, ohne auf die Zerlegung der Zahl P in 
ihre Primfactoren zurückzugehen, für jede einzelne der Zahlen 

m' den Werth ^—^ nach §. 47 mit Hülfe des allgemeinen Reci- 

procitätssatzes bestimmen. 

In unserm Beispiel ergiebt sich daher, dass alle (positiven 

ungeraden) Zahlen Q, für welche =1 ist, in den sechs 

Reihen 

2lx + 1, 4, 5, 16, 17, 20, 

und dass alle solche Zahlen Q, für welche (jq) — — 
den sechs Reihen 



1 ist, in 
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21 x + 2, 8, 10, 11, 13, 19 

enthalten sind. 

II. D = ± P = 3 (mod. 4). 

In diesem Falle wird, wenn Q wieder irgend eine positive 
ungerade Zahl bedeutet, welche mit D keinen gemeinschaftlichen 
Divisor hat, 

(|) = (- 1) * <« - " (|) = (-«*«-•> (|) 

woraus sich ergiebt, dass bei der Eintheilung sämmtlicher Zah- 
len Q in zwei Gassen nicht bloss ihr Verhalten zum Modul P, 
sondern auch zum Modul 4 in Betracht zu ziehen ist. Behalten 
wir dieselbe Bezeichnungsweise wie im ersten Fall bei, so wird 

= -f 1 6ein, so oft 

Q = 1 (mod. 4) und Q = a (mod. P) 

oder 

Q = 3 (mod. 4) und Q = b (mod. P) ; 
und es wird = — 1 sein, so oft 

Q = 1 (mod. 4) und Q = b (mod. P) 

oder 

Q = 3 (mod. 4) und Q == a (mod. P). 

Nun wird (nach §. 25) jedem dieser vier Cougruenzpaare eine 
und nur eine Gasse von Zahlen nach dem Modul 4 P entsprechen, 
welche relative Primzahlen zu 4P sind; und da die Anzahl so- 
wohl der Zahlen a als auch der Zahlen b gleich \ <p (P) ist, so 

werden sämmtliche Zahlen für welche ^— ^ = -f 1 ist, in 

(p (P) = J <jp (4 P) arithmetischen Reihen von der Form 

4Px + «, 

und ebenso werden alle Zahlen Q, für welche = — 1 ist, in 

ebensoviel arithmetischen Reihen von der Form 

4 P x -f (i 
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enthalten sein ; die Zahlen a und ß erschöpfen zusammen alle 
q> (4 P) Zahlen , die kleiner als 4 P und relative Primzahlen zu 
4 P sind. 

Ist z. B. Z) = -{- P = 15, so sind die relativen Primzahlen 
zu 60 zu betrachten : 

1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29; 
59, 53, 49, 47, 43, 41, 37, 31; 
diese zerfallen in die Zahlen a, nämlich 

1, 7, 11, 17, 

59, 53, 49, 43, 

und in die Zahlen ß, nämlich 

13, 19, 23, 29, 
47, 41, 37, 31. 

III. D = ± 2 P = 2 (mod. 8). 
In diesem Falle ist + P = 1 (mod. 4) und folglich 

(§)=(!)(¥)-<- ">""-<»' 

ausser der Relation von Q zum Modul P ist daher auch noch die 
Relation von Q zum Modul 8 zu betrachten. Es wird ^^ = -f 1 
sein, wenn 

Q = 1 (mod. 8) und Q = a (mod. P) 



oder 
oder 
oder 



Q = 3 (mod. 8) und Q = b (mod. P) 
Q = 5 (mod. 8) und Q = b (mod. P) 



^ ~ 7 (mod. 8) und # = a (mod. P) ; 

hieraus ergiebt sich (nach §. 25) ähnlich wie in dem vorigen Fall, 
dass diese Zahlen Q in 2qp(P) = J<JP(8P) arithmetischen Rei- 
hen von der Form 

8 Vx -f a' 

enthalten sind, während aus den vier andern Fällen 
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Q = 1 (mod. 8) und Q == b (mod. P) 



oder 
oder 
oder 



Q = 3 (mod. 8) und # = a (mod. P) 
<? = 5 (mod. 8) und Q = a (mod. P) 



Q = 7 (mod. 8) und £ = 6 (mod. P) 
wieder |<p(8P) arithmetische Reihen von der Form 

8Px + ß' 

entspringen, in welchen alle Zahlen Q enthalten sind, für welche 

(D— .» 

Ist z. B. D = — 6, also P = 3, so sind die relativen Prim- 
zahlen zu 24 zu betrachten, und man findet leicht wie früher, dass 
die Zahlen a' folgende 

1, 5, 7, 11 
und die Zahlen ß' folgende 

23, 19, 17, 13 

sind. 

IV. D = ± 2 P = 6 (mod. 8). 
In diesem Fall ist + P = 3 (mod. 4) und folglich 

(© = (^- 2 )(^) = ^^ <Q - , + ' 4< '-' , (l) ; 

aus den vier Fällen 

q = 1 (mod. 8) und Q = a (mod. P) 

Q = 3 (mod. 8) und Q = a (mod. P) 

Q = 5 (mod. 8) und Q = b (mod. P) 

= 7 (mod. 8) und Q = b (mod. P) 

entspringen J <p(8P) arithmetische Reihen von der Form 

8P* -f- a", 

welche alle Zahlen Q enthalten, für welche = -f 1 ist; und 
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ebenso sind alle Zahlen Q, für welche — — l, in eben so 
vielen arithmetischen Reihen von der Form 

SPx + ß" 
enthalten, welche den vier Fällen 

Q = 1 (mod. 8) und Q = b (mod. P) 
Q — 3 (mod. 8) und Q = b (mod. P) 
Q = 5 (mod. 8) und $ = o (mod. P) 
# == 7 (mod. 8) und # = o (mod. P) 

entsprechen. 

Ist z. B. D = 6, also P = 3, so sind 

1, 5, 19, 23 

die Zahlen a", und 

7, 11, 13, 17 

die Zahlen ß". 
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Von den quadratischen Formen. 

§. 53. 

Unter einer Form versteht man in der Zahlentheorie im 
Allgemeinen eine ganze rationale Function von Variabein, deren 
Coefficienten ganze Zahlen sind (vergL §. 39). Je nach dem Grade * 
derselben unterscheidet man lineare, quadratische, cubische For- 
men u. 8. w.; je nach der Anzahl der vorkommenden Variabein 
spricht man von binären, ternären Formen u. s. w. Wir werden 
uns im Folgenden ausschliesslich mit Ausdrücken von der Form 

ax* -f 2bxy -f c# 2 

beschäftigen, wo a, b, c bestimmte, gegebene ganze Zahlen, x und 
y aber unbestimmte, variabele ganze Zahlen bedeuten; und wir 
werden diese homogenen binären quadratischen Formen, wo kein 
Missverständniss zu besorgen ist, kurz Formen nennen. 

Wir haben dem Coefficienten des Productes xy der beiden 
Variabein gleich die Gestalt einer geraden Zahl 2b gegeben, weil 
die Untersuchung dadurch erleichtert wird; sollte in einer Form 
dieser Coefficient eine ungerade Zahl sein, so würde es genügen, 
die ganze Form mit 2 zu multipliciren , um diesen Fall auf den 
obigen zurückzuführen, und aus den Eigenschaften der so erhal- 
tenen Form würde man mit Leichtigkeit auf die Eigenschaften 
der ursprünglichen Form zurückschliessen können. 



Digitized by Google 



Quadratische Formen. 



139 



Sind die drei Glieder in der obigen Anordnung geschrieben, 
so nennt man a den -ersten, b (nicht 2b) den zweiten, c den dritten 
Coefficienten; a und c fasst mau wohl auch unter dem gemein- 
schaftlichen Namen der äussern Coefficienten zusammen, und 
nennt dann b im Gegensatz den mittlem Coefficienten; ähnlich 
heisst x die erste, y die zweite Variabele. Eine solche Form be- 
zeichnet man wohl auch kurz durch das Symbol (a, ft, c), wenn es 
sich nur darum handelt, die Coefficienten anzugeben, von denen 
allein die Eigenschaften der Form abhängen können. 

Wir schliessen nun ein für alle Mal die Fälle aus, in wel- 
chen die Form sich in zwei lineare Factoren mit rationalen Coef- 
ficienten zerfallen lässt, weil diese eine andere und zwar ein- 
fachere Behandlung gestatten. Zunächst folgt hieraus, dass in 
den Formen, mit welchen allein wir uns beschäftigen wollen, kei- 
ner der äussern Coefficienten gleich Null sein wird; da ferner 



ist, so ergiebt sich weiter, dass die Zahl b 2 — ac nie eine voll- 
ständige Quadratzahl sein darf, denn sonst würde die Form 



ein Product aus zwei linearen Factoren mit rationalen Coefficien- 
ten sein. Die Zahl b 2 — ac, von welcher, wie wir sehen werden, 
die Eigenschaften der Form (a, b, c) hauptsächlich abhängen, 
heisst die Determinante dieser Form; wir werden sie im Folgen- 
den mit dem Buchstaben D bezeichnen. Die unsern Formen 
(a, b, c) auferlegte Beschränkung besteht also darin, dass \D 
stets irrational ist. 

Euler hat sich zuerst mit solchen Formen, aber nur von 
specieller Natur, beschäftigt; erst Lagrange legte den Grund 
zu einer allgemeinen Theorie derselben, die dann später von Le- 
gendre, vor Allen aber durch Gauss bedeutend vervollständigt 
wurde. 

Ihre Entstehung verdankt die ganze Theorie dem Probleme, 
zu entscheiden, ob eine gegebene Zahl m durch die gegebene 
Form (o, 6, c) darstellbar ist, d. h. ob es specielle Werthe von x, y 
giebt, für welche die Form den Werth m erhält. Doch ist zur 



ax 2 -f- 2bxy -|- cy 




(ax + by)* — (b* — ac) y* 



ax* -f 2 bxy + cy 7 = 
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vollständigen Lösung desselben die Theorie der Transformation 
erforderlich, mit welcher wir uns daher zunächst beschäftigen 
wollen. 



§. 54. 

Ebenso wie die Gleichungen der Curven in der analytischen 
Geometrie ihre Gestalt ändern, wenn ein anderes Coordinaten- 
system gewählt wird, so geht eine quadratische Form (o, b f c) 
durch Einführung zweier neuen Variabeln in eine neue quadra- 
tische Form (a', V, c') über. Sind nämlich x, y die Variabein der 
Form (a, 6, c), und setzt man 

x = ax' -f ßy', (l) 
y = yx' + 8y', 

wo a, /3, y, 8 vier bestimmte ganze Zahlen, und x\ y' die neuen 
Variabein bedeuten, so wird 

äs' + 2bxy + cy* = a'x"> + Ib'x'y' + c'y'*, 

und die Coefficienten a\ b\ c' der neuen quadratischen Form 
hängen auf folgende Weise von denen der ursprünglichen Form 
und von den vier Coefficienten a, /?, y, Ö ab : 

a' = aa 3 -|- 2bay -f cy* 

b' = aaß -f b(a8 -f- ßy) + cyd (2) 
c' = aß* + 2bßö + cä*. 

Man drückt den Zusammenhang der beiden Formen kurz so aus : 
die Form ax* -\- 2b xy -j- cy* geht durch die Transformation 
oder Substitution (1) in die Form a'x'* + 2b'x'y' -+- c'y' 2 über. 
Die Zahlen a, /S, y, heissen der Reihe nach der erste, ftweite, 
dritte, vierte Coefficient der Substitution. Da die Wahl der Buch- 
staben zur Bezeichnung der Variabein von ganz untergeordneter 
Bedeutung ist, und die Natur der Formen nur von den Coefficien- 
ten abhängt, so drückt man sich häufig noch kürzer so aus : die 

Form (a, b, c) geht durch die Substitution ^ in die Form 

(a\ c') über; und es ist offenbar, dass diese Ausdrucksweise 
nicht mehr oder weniger sagt, als dass die drei Gleichungen (2) 
Statt finden. Hierbei ist wohl auf die Stellung der Coefficienten 
der Formen sowohl, wie derjenigen der Substitution zu achten ; 
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behalten wir die eben eingeführten Bezeichnungen bei, so müssen 
wir z. B. sagen, dass gleichzeitig die Form (a, b, c) durch die Sub- 
stitution^' ^\ in die Form (c',i',a'), ferner dass die Form (c, 5, a) 

durch die Substitution^' ^ in die Form (a', b\ c'), und endlich 

dass die Form (c, 6, a) durch die Substitution ^ in die Form 

(c\ b', a') übergeht. 

Es leuchtet ein, dass jede durch die zweite Form (a', b', c') 
darstellbare Zahl auch durch die erste Form (a, b, c) dargestellt 
werden kann; denn wird die Zahl m durch (a' f b\ c') dargestellt, 
indem den Variabein x\ y' die speciellen Werthe r', s' ertheilt 
werden, so setze man 

r = ar' -f- ßs\ s = yr' 4- 6V, 

und es wird die Form (a, b, c) dieselbe Zahl m darstellen, sobald 
x = r, y = s gesetzt wird. Man sagt deshalb auch: die Form 
(a, b, c) enthält die Form (a\ b\ c'), oder deutlicher: die Form 
(a' f b', c') ist unter der Form (a, b, c) enthalten; eben weil sämmt- 
liche durch (a\ b\ c') darstellbare Zahlen unter den durch 
(a, b, c) darstellbaren enthalten sind *). 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Relation, in welcher die 
Determinante 

D' = b'* — aV 

der neuen Form zu der der früheren steht; substituirt man für 
a',b',c' ihre Ausdrücke gemäss den Gleichungen (2), so findet 
man nach leichten Reductionen 

D' = (aÖ — ßyy D; 

die neue Determinante ist daher stets gleich der alten, tnultiplicirt 
mit einer Quadratzahl ; beide Determinanten haben also auch das- 
selbe Vorzeichen. Da wir von vorn herein Formen ausschliessen, 
deren Determinanten — 0 sind, so betrachten wir deshalb auch 

nur solche Substitutionen y , für welche die Coefficieuten Ver- 
bindung ad — ßy einen von Null verschiedenen Werth hat. 
Hieran knüpft sich jedoch noch eine wichtige Unterscheidung ; 



*) üeber die Umkehrung dieses Satzes siehe eine Abhandlung von 
Schering in Liouville's Journal 1869. 
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je nachdem nämlich dieser Ausdruck ad — ßy einen positiven 
oder negativen Werth hat, soll die Substitution ^ eine eigent- 
liche oder uneigenüiche heissen , und diese Ausdrucksweise soll 
auf die Beziehung zwischen den Formen (a, b, c) und (a\ b\ c') 
übertragen werden, indem wir sagen, dass die Form (a\ b\ c') 
eigentlich oder uneigentlich unter der Form (a, b, c) enthalten sei, 

je nachdem die Substitution durch welche die letztere in 

die erstere übergeht, eigentlich oder uneigeutlich ist. Um Miss- 
verständnisse zu vermeiden, fügen wir sogleich hinzu, dass eine 
Form eine andere sowohl eigentlich als auch uneigentlich enthal- 
ten kann ; denn es tritt häufig der Fall ein, dass eine Form ein- 
mal durch eine eigentliche, ein anderes Mal durch eine uneigent- 
liche Substitution in eine und dieselbe zweite Form transformirt 
wird. So z. B. geht die Form (3, 13, 18) durch die eigentliche 

Substitution ^' _|_ j^, und ebenso durch die uneigentliche 

Substitution ^ j' ^ ^ in die andere Form ( — 5, — 5, 18) 

über; die erstere enthält daher die letztere sowohl eigentlich als 
auch uneigentlich. 

§• 55. 

Behalten wir die vorhergehenden Bezeichnungen bei, und 
nehmen wir an, dass die Form 

(a' t V, c') = a' x'* + 2b'x'y' + c'y" 

durch eine neue Substitution 

x' = a'x" + ß'y" 
y' = y'x" + Ö'y" 

in die Form 

(a", b", c") = a"x"* + 2{b"x"y" -f c"y"* 

übergeht, so geht offenbar die erste Form (a, 6, c) durch die Sub« 
stitution 

x = a (a'x" + ß'y") + ß (y' x" + Ö'y") 
y = y (a'x" + ß'y") + 9 (y' x" + Ö'y") 
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oder 

* = (««' + ßy')x" + (aß' + ßd')y» 
y = (ya' + *?') x» + (yß* + 0 6') t," 

in die dritte Form (a", b", c") über. Hieraus folgt der Satz: 

Enthält eine Form eine zweite, diese wieder eine dritte, so ent- 
hält attch die erste Form die dritte. 

Bezeichnet man nun die Coefficientenverbindung 

(««' + ßy') (yß' + - {aß 9 4- /J«') (r«' 4- *y') 

mit «, so ist nothwendig die Determinante der dritten Form 
D" = £ 2 Z>; da aber andererseits 

D' = M — /Jy)»D, 2)" = (a'd' — ß'y'yD', 

also auch 

2)"= (ad — /Jy) *(«'«' - ß'y')*D, 

uud 2) von Null verschieden ist, so schliessen wir hieraus, dass 

£» = (ad - ßy)* (a'd' — ß'y')* 

ist, und man überzeugt sich leicht durch Vergleichung beider 
Seiten, dass die Quadratwurzel in folgender Weise auszuziehen ist: 

£ = {aÖ — ßy) (cc'6' - ß'y*). 

Aus dieser Gleichung (welche einen der einfachsten Sätze der De- 
terminantentheorie enthält) folgt noch eine wesentliche Vervoll- 
ständigung des obigen Satzes, nämlich: 

Die erste Form enthalt die dritte eigentlich oder uneigenÜich, 
je nachdem die Arten, in welcher die erste die zweite, die zweite die 
dritte enthält, gleichartig oder ungleichartig sind. 

Fährt man in derselben Weise fort und transformirt die 
dritte Form in eine vierte, diese in eine fünfte u. s. f., so ergiebt 
sich unmittelbar der allgemeine Satz: Wenn von einer Reihe von 
Formen jede die nächstfolgende enthält, so enthält die erste Form 
auch die letzte, und zwar eigentlich oder uneigentlich, je nach- 
dem es eine gerade oder ungerade Anzahl von Malen vorkommt, 
dass eine Form die nächstfolgende uneigentlich enthält. 

Die Substitution, durch welche die erste Form unmittelbar in die 
letzte transformirt wird, heisst zusammengesetzt aus den einzelnen 
successiven Substitutionen; um die Zusammensetzung von zwei 
Substitutionen anzudeuten, wollen wir uns bisweilender Bezeichnung 
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/«, ß\ /«', ß'\ _ /aa' + ßy', aß' + ßd'\ 

Vy, öj \y\ d'J ~ Vy«' + Sy', yß' 4- *9'J 

bedienen; offenbar ist es im Allgemeinen nicht erlaubt, die Ord- 
nung der beiden successiven Substitutionen umzukehren, weil 
hierdurch auch die resultirende Substitution geändert würde. So 
ist z. B. 

/+ h +■ 2\ /+ 1, 0\ /— 1, +2\ 
. V- 1, — 3y/ V- 1, 1/ ~~ \+ 2, - 3A 

Dagegen ist es bei drei successiven Substitutionen S, S', S" 
gleichgültig, ob man erst S und S' zusammensetzt, und dann das 
Resultat S S' mit S" verbindet, oder ob man S mit dem Resultat 
S' S" der zweiten und dritten Substitution zusammensetzt; in 
Zeichen : 

(SS^S" = S(S'S"). 

Dies folgt unmittelbar aus dem Begriffe dieser Zusammensetzung ; 
denn sind y), (x\ y'), (x", y") und (x"\ y'") die successiven 
Variabein, so ist es für die Ausdrücke von x, y durch x'", y'" 
gleichgültig, ob man die Variabein x", y" oder die Variabein 
x\ y' als Zwischenglieder einschiebt. 

Ferner ist für die Folge zu bemerken, dass die Substitution 

(0 l) ^ ^ er Zusammensetzung 8tet8 fortgelassen werden darf, 
da sie keine Aenderung hervorbringt. 



§ 56. 

Besonders wichtig ist nun die Frage : wann enthalten zwei 
Formen sich gegenseitig? Offenbar ist dann das System aller 
durch die eine Form darstellbaren Zahlen identisch mit dem Sy- 
stem derjenigen Zahlen, welche durch die andere Form darge- 
stellt werden können. Zwei solche Formen werden wir äquivalent 

D' 

nennen. Sind Z), Z>' ihre Determinanten, so muss sowohl -^p 
als auch eine ganze Quadratzahl, also eine ganze positive 
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Zahl sein, und hieraus folgt als eine für die Aequivalenz zweier 
F ormen erforderliche Bedingung, dass ihre Determinanten D und 
D' gleich sein müssen. 

Diese Bedingung ist aber umgekehrt nickt hinreichend, um 
auf die Aequivalenz schliessen zu können. Dies ist erst dann ge- 
stattet, wenn man ausserdem weiss, dass die eine der beiden For- 
men die andere enthält. In der That, wenn die beiden Formen 
(a, b, c) und («', b\ c') gleiche Determinanten hab en, und wenn 
ausserdem die erstere durch die Substitution 

x = ax' -f ßy' 
y = yx' + dy' 

in die letztere übergeht, so folgt aus der Relation 

D' = (ad — ßy) 2 D 

und der Gleichheit von D' und D die Gleichung 

ad — ßy = + 1 

und hieraus, wenn man zur Abkürzung ad — ßy — + l = 6 setzt, 

x' = -f edx — sßy 
y' = — eyx + say 

und es geht daher durch diese Substitution mit ganzzahligen 
Coefficienten die Form (a', V, c') in die Form (a, b, c) über; also 
sind in der That beide Formen einander äquivalent. Die Sub- 
stitutionen 

M und 

deren jede die inverse der andern heisst, und durch deren Zu- 
sammensetzung immer die Substitution entsteht, sind of- 
fenbar entweder beide eigentlich, oder beide uneigentlich; je 
nachdem das Eine oder das Andere Statt findet, sollen die bei- 
den Formen eigentlich oder uneigentlich äquivalent heissen. 

Sowie wir eben gesehen haben, dass die eine von zwei äqui- 
valenten Formen in die andere immer durch eine Substitution 

(y* übergeht, in welcher ad — /3y=+ 1 ist, so leuchtet auch 
umgekehrt ein, dass durch jede solche Substitution eine beliebige 

Dlriohlet, Zaiilenthcorie. 10 
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Form nothwendig in eine ihr äquivalente tranaformirt wird; denn 
die Determinanten beider Formen sind einander gleich. Hierin 
besteht also die erforderliche und hinreichende Bedingung für die 
Aequivalenz zweier Formen. 

Aus dem Begriffe der Aequivalenz ergiebt sich unmittelbar, 
dass jede Form sich selbst eigentlich äquivalent ist; denn sie 

geht durch die eigentliche Substitution ^ in sich selbst über. 

Ferner folgt unmittelbar aus dem oben angeführten Satz über 
die Transformation in Bezug auf eine Reihe von Formen folgen- 
der analoge Satz über die Aequivalenz: 

Wenn in einer Reihe von Formen jede der nächstfolgenden 
äquivalent ist, so ist die erste auch der letzten äquivalent, und zwar 
eigentlich oder uneigentlich, je nachdem die uneigentliche Aequiva- 
lenz zweier successiver Formen in dieser Kette eine gerade oder un- 
gerade Anzahl von Malen vorkommt. 

§• 57. 

Auch hier bei der Aequivalenz schliesst die eine Art dersel- 
ben die andere nicht aus; es kommt häufig der Fall vor, dass 
zwei Formen einander sowohl eigentlich als uneigentlich äquiva- 
lent sind; in dem weiter oben angeführten Beispiel sind wirklich 
die beiden Formen (3, 13, 18) und ( — 5, — 5, 18) eigentlich und 
uneigentlich äquivalent; die erstere geht durch die Substitutionen 

C 1: 3 - (i i: - J) 

in die letztere über, und umgekehrt diese in jene durch die in- 
versen Substitutionen 

Wenn zwei Formen sowohl eigentlich als uneigentlich äquiva- 
lent sind, so ist jede von ihnen sich selbst uneigentlich äquivalent. 

Denn, wenn die Form (a, 6, c) durch jede der beiden Substi- 
tutionen 

CS 0 - £: O- 
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in denen 

«'d' — 0'y'= + 1, a"6" - ß"y" = - 1, 

in die Form (o', c') übergeht, so geht («', c') durch jede 
der beiden inversen Substitutionen 

in (a, b, c) über; und hieraus folgt, dass (a, 5, c) durch jede der 
beiden zusammengesetzten, und zwar nothwendig uneigentlichen 
Substitutionen 

Vy', «7 V+ y", - «V V', W V- y\ + «7 

in sich selbst übergeht. So z. B. geht die Form (3, 13, 18) durch 
die uneigentlichen Substitutionen 

/+ 1, 0\ /+ 3, + 2\ _ /+ 3, + 2\ 
V- 1, \) \- 1, - ij - \- 4, - 3j 

und 

in sich selbst über. 

Es ist kein Zufall, dass diese beiden auf verschiedene Art 
zusammengesetzten Substitutionen identisch ausfallen ; setzt man 
nämlich 

/< ß'\/-d",+ß>'\__/a,ß\ 

V, «7 V+ v\ - «V ~~ Vr, V 1 

so findet man zunächst 

und wir haben daher, um die Identität dieser beiden Substitutio- 
nen nachzuweisen, nur noch zu zeigen, dass in jeder uneigent- 
lichen Substitution ^ , durch welche eine Form in sich selbst 

übergeht, stets der erste und vierte Coefficient einander gleich, 
aber entgegengesetzt sind. Dies geschieht leicht auf folgende 
Weise. Wenn die Form («, b, c) durch die uneigentliche Substi- 
tution y in sich selbst übergeht, so ist 

10* 
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acc 2 4- (2 6a -|- cy) y = o 
aaß + b(aö + /Sy) -f cyd = 
ad — ßy = — 1. 

Die zweite dieser drei Gleichungen geht, wenn man der dritten 
gemäss ß y durch a d + 1 ersetzt, in folgende über : 

aaß + (2fca + cy) ö = 0; 

eliminirt man aus dieser und aus der ersten jener drei Gleichun- 
gen die Grösse 2b a + cy, so erhält man, wenn man den Factor 
a wegwirft (der ja von Null verschieden ist, weil sonst die Deter- 
minante D eine Quadratzahl wäre), die Relation 

(«2 -1)0 = aßy, 

woraus mit Rücksicht auf ad — ßy = — 1 wirklich folgt, dass 
ö = — a ist, was zu beweisen war. 



§. 58. 

Jede uneigentliche Substitution, durch welche eine Form 
(a, c) in sich selbst übergeht, ist daher nothwendig von der 

Form (** und es ist also gleichzeitig a 2 4- ßy — 1. Von 

\y> aj 

besonderm Interesse ist der specielle Fall y = 0; dann ist a = 
+ 1 und entsprechend + a ß = 2 6 ; eine solche Form , deren 
doppelter mittlerer Coefficieut durch den ersten theilbar ist, heisst 
eine forma aneeps. Und umgekehrt ist leicht zu sehen, dass jede 
forma aneeps sich selbst uneigentlich äquivalent ist; denn wenn 
(a, &, c) eine solche Form, und also 2b = aß ist, so geht (a, 6, c) 

wirklich durch die uneigentliche Substitution ^~ ^) * n 8 * cn 

selbst über. Dasselbe gilt offenbar von jeder Form, welche einer 
forma aneeps äquivalent ist; aber es besteht auch der umgekehrte 
Satz: 

Wenn eine Form sich selbst uneigenÜich äquivalent ist, so giebt 
es stets eine ihr äquivalente forma aneeps. 

Betveis. Es sei cp eine solche Form, welche durch die un- 
eigentliche Substitution &\ in sich selbst übergeht; ist 
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y = 0, so wissen wir, dass <p selbst eine forma anceps und folg- 
lich der Satz richtig ist Ist aber y von Null verschieden, so su- 
chen wir eine eigentliche Substitution durch welche die 

Form <p in eine ihr äquivalente forma anceps übergeht, die wir 
mit bezeichnen wollen. Da also Xq — pv = -\- \, und folg- 
lich $ durch die inverse Substitution ^' ^ in <jp übergeht, 

so muss durch die offenbar uneigentliche, aus den drei succes- 
siven Substitutionen 

/+ - p\ /«, + ß\ /A, p\ 

zusammengesetzte Substitution in sich selbst übergehen. Der 
dritte Coefficient dieser Substitution ist 

yA* — 2 aXv — ßv*, 

und es kommt nur darauf an, zwei relative Primzahlen A, v so zu 
bestimmen, dass dieser Coefficient = 0 wird ; denn dann ist # 
eine forma anceps. Diese Forderuug reducirt sich, wenn man 
mit y multiplicirt und bedenkt, dass a 2 -f ß y — 1 ist, auf die 
folgende: 

/i \ „ „ _ X (t T 1 

(yX- «v)*-v* = 0- -=^=-- 

da unserer Annahme nach y von Null verschieden ist, so kann 
man also X und v dieser Forderung gemäss bestimmen, und zwar 

a -f- l 

als relative Primzahlen, wenn man den Bruch — ■ - auf seine 

y 

X 

kleinste Benennung - bringt. Dies Letztere ist erforderlich, weil 

ja die vier Coefticienten A, p, v, q der Gleichung Xq — pv = 1 
genügen müssen. Sobald nun A und v auf dem angegebenen Wege 
bestimmt sind, so kann man dann unendlich viele Werthcnpaare 
für q und p (nach §. 24) finden, welche diese letzte Forderung erfül- 
len. Auf diese Weise ist also wirklich aus ^\ eine eigent- 

liehe Substitution ^ gefunden, welche die gegebene Form <jp 

in eine ihr äquivalente forma anceps # transformirt, und hier- 
durch der obige Satz bewiesen. 
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Nehmen wir als Beispiel die obige Form (3, 13, 18), welche 

(-1-3-1- 2\ 
_ 4 3 ) * n 8 ^ c ^ se ^ 8t 

übergeht; wir haben also nur 

A _ 3 ± 1 
v ~ — 4 

zu setzen; nehmen wir das obere Zeichen, so ist A = + l, i/ = If 1 
zu setzen, und entsprechend p -f- p = + 1. Nehmen wir die 
obern Zeichen und q = 1, p = 0, so erhalten wir die Substitution 

(~^~ J' durch welche, wie schon oben bemerkt ist, die 

Form (3, 13, 18) in die Form (— 5, — 5, 18) übergeht, welche in 
der That eine forma anceps ist. 

Ferner: Die Form (7, 1, — 1) geht durch die uneigentliche 

Substitution ^ ^ ^ in sich selbst über ; in diesem Fall ha- 
ben wir also 

A _ 2_± 1 
v ~ — 3 

zu setzen ; nehmen wir der Einfachheit halber wieder das obere 
Zeichen, so können wir wieder A = 1, v = — 1, p = 1, fi = 0 
setzen; und in der That geht die Form (7, 1, — 1) durch die 

Substitution ^ ^ ^ in die forma anceps (4, 2, — 1) über. 



§. 59. 

Wir verlassen hiermit diesen interessanten Gegenstand und 
beschäftigen uns von jetzt an ausschliesslich mit der eigentlichen 
Aequivalenz; nur diese soll im Folgenden gemeint sein, wenn 
schlechthin von Aequivalenz gesprochen wird ; ebenso wird unter 
Substitution immer nur noch die eigentliche Substitution verstan- 
den werden. Die beiden Hauptprobleme in der Theorie der 
Aequivalenz sind die folgenden : 

I. Zu entscheiden, ob zwei gegebene Formen von gleicher De- 
terminante äquivalent sind oder nicht. 

II. Alk Substitidionen zu finden , durch wclcJie die eine von 
zwei gegebenen äquivalenten Formen in die andere übergeht. 
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Es wird aber gut sein, die Beschäftigung mit diesen beiden 
Problemen dadurch zu motiviren, dass wir zeigen, wie die Theo- 
rie der Darstellung der Zahlen durch quadratische Formen voll- 
ständig auf dieselben zurückgeführt werden kann ; und so schicken 
wir im Folgenden einige Hauptsätze dieser Theorie voraus. 

Man nennt, wie schon im Anfang dieses Abschnittes erwähnt 
ist, eine ganze Zahl m darstellbar durch die quadratische Form 
(a, b, c), wenn es zwei ganze Zahlen r, s von der Beschaffenheit 
giebt, dass 



wird. Wir können uns aber zunächst auf solche Darstellungen 
(r, s) beschränken, in welchen die beiden darstellenden Zahlen 
r, s relative Prirmahlen sind; denn ist ö dergrösste gemeinschaft- 
liche Divisor von r und s, so ist m nothwendig theilbar durch d»; 
setzt man nun r = r'd, s = s'd und m = ro'ä» so wird m' of- 
fenbar durch die Form (a, b y c) dargestellt, wenn r' und s' als 
darstellende Zahlen genommen werden. Da nun die letztern 
relative Primzahlen sind, so erkennt man leicht, dass, sobald 
alle Darstellungen der Zahlen in relativen Primzahlen bekannt 
sind, hieraus die übrigen Darstellungen leicht gefunden werden 
können. Wir schliessen daher die letztern von unserer Betrach- 
tung ganz aus, und setzen also fest, dass die darstellenden Zahlen 
r, s keinen gemeinschaftlichen Divisor haben. 

Es sei nun (a, b, c) eine bestimmte Form, D = 6 2 — ac ihre 
Determinante, m eine bestimmte durch sie darstellbare Zahl, und 
r, s die darstellenden Zahlen. Da die letztern relative Primzah- 
len sind, so giebt es (nach §§. 22, 24) immer unendlich viele Paare 
von ganzen Zahlen q, ö, welche der unbestimmten Gleichung er- 
sten Grades 



Genüge leisten. Wir wählen ein solches Paar aus, und transfor- 



miren die darstellende Form (a, 6, c) durch die Substitution 



da die vier Substitutions-Coefficienten der Gleichung (2) genü- 
gen, so ist die neu entstehende Form der gegebenen nothwendig 
äquivalent; beide haben daher dieselbe Determinante D. Führt 
man die Transformation wirklich aus, so ergiebt sich vermöge 



ar» -|- 2brs -f es 3 = m 



(1) 



— SQ 



-f 1 



(2) 
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der Gleichung (1), dass m der erste Coefficient der neuen Form 
wird; bezeichnen wir den zweiten mit n, so finden wir 

n = arp -f b(ra + sq) -f cs<s. (3) 

Den dritten Coefhcienten l brauchen wir nicht auszurechnen; 
denn da wir aus (2) schon wissen, dass die Determinante 
»t J -»t/ der neuen Form =D ist, so ergiebt sich der dritte Coef- 
ficient 

. n» — D 

l = 

m 

Die Form (a, b, c) geht also durch die Substitution ^ in die 

äquivalente Form (m, «, l) über. Da nun der letzte Coefficient 
der neuen Form nothwendig eine ganze Zahl, also — D 
durch m theilbar ist, so folgt, dass D quadratischer Rest von m, 
und n eine Wurzel der Congruenz 

= D (mod. m) (4) 

ist 

Sehen wir jetzt nach, was für Aenderungen eintreten, wenn 
wir statt der bestimmten Auflösung p, ö der Gleichung (2) irgend 
eine andere p', ö' wählen. Subtrahirt man die beiden Gleichun- 
gen 

rö — sq = 1 , rtf' — sp' = 1 

von einander, so ergiebt sich 

r(ö'_ ö) s(p' — p); 

da nun r und s relative Primzahlen sind, so muss p' — p durch 
r theilbar sein; nennen wir den Quotienten v, so folgt 

p' = p -f- ry, 6' — ö -\- SV, 

alle denkbaren Auflösungen p', ö' sind daher in diesen Formeln 
enthalten, in welchen v eine beliebige positive oder negative Zahl 
bedeutet; und umgekehrt jedem beliebigen Werthe von v ent- 
sprechen zwei Zahlen p', ö', welche der Gleichung genügen. Dies 
gilt selbst dann noch, wenn eine der beiden Zahlen r, s gleich 
Null und folglich die andere = ± 1 ist. 

Transformiren wir nun die Form (a, 6, c) durch eine solche 
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Substitution J,V so wird der erste Coefficient der neuen äqui- 
valenten Form nothwendig wieder = w, der mittlere 
n' — arg' -f b(r6' + sq') -f csö'; 

substituirt man hierin für q\ 6' die obigen Ausdrücke, so wird 
mit Berücksichtigung der Gleichung (1) 

n' — n -\- mv, also n' = n (mod. m). (5) 

Hieraus folgt, dass alle Wurzeln n' der Congruenz (4), welche 
auf diese Weise aus einer Darstellung (r, s) der Zahl w durch 
die Form (a, b, c) abgeleitet werden können, die sämmtlichen In- 
dividuen einer und derselben Zahlclasse = n nach dem Modulus 
m sind, also nur eine und dieselbe Wurzel der Congruenz (4) bil- 
den; jedes Individuum w' dieser Zahlclasse wird, wenn v alle 
ganzen Zahlen durchläuft, d. h. wenn man der Reihe nach alle 
Auflösungen der Gleichung (2) betrachtet, ein Mal und auch nur 
ein Mal erzeugt. Man sagt daher, die Darstellung (r, s) der Zahl 
m gehöre zu dieser Wurzel = n der Congruenz (4) , weil durch 
den angegebenen Process nur diese und keine andere Wurzel der- 
selben zum Vorschein kommt. 

Fassen wir das Bisherige in der folgenden umgekehrten Be- 
trachtung zusammen : 

Erstens : Damit eine Zahl m darstellbar sei durch eine Form 
(a, 6, c) von der Determinante D, ist erforderlich die Möglichkeit 
der Congruenz e* = D (mod. w), d. h. dass D quadratischer Rest 
von m sei. — Denn wir haben gesehen, dass die Annahme der 
Darstellbarkeit mit Nothwendigkeit zu dieser Folgerung führt. 

Zweitens-. Ist dann n irgend eine Wurzel der Congruenz 
2* = D (mod. »»), und zwar » 2 — D = ml } so muss, wenn eine 
Darstellung von m durch die Form (a, 6, c) existiren soll, welche 
zu dieser Wurzel n gehört, nothwendig die Form (a,b,c) der Form 
(m, n, /) aequivalent sein. — Denn wenn die Darstellung (r, s) zu 
der Wurzel gehört, von welcher n ein bestimmter Repräsentant 
ist, so giebt es, wie sich gezeigt hat, unter den sämmtlichen 
Lösungen der Gleichung rö — sq = 1 eine und nur eine solche, 
für welche der Ausdruck 

arg + b (rtf -f sq) + csd 
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genau dem vorgeschriebenen Repräsentanten n der Wurzel gleich 
wird ; und folglich ist dann Q ^ eine Substitution, durch welche 
(a, 6, c) in (m, n, l) übergeht 

Hieraus sehen wir, dass vor der Behandlung der Darstellung 
das erste Problem der Theorie der Aequivalenz vollständig ge- 
löst sein muss: zu entscheiden, ob zwei Formen (a, 6, c) und 
(m, w, l) von gleicher Determinante D äquivalent sind oder 
nicht, 



Drittens: Sind die Formen (a, b. c) und (m, n, l) wirklich 

äquivalent, und ist l' ^ j irgend eine Substitution, durch 

\s, 0/ 

welche die erstere in die letztere übergeht, so bilden der erste und 
dritte Coefficient derselben in derThat eine Darstellung (r, s) der 
Zahl m durch die Form (a, 6, c), welche zu der Wurzel n gehört •, 

und indem man alle solche Substitutionen \ 1 ® J sucht, findet 

man auch alle zur Wurzel n gehörigen Darstellungen der Zahl m 
durch die Form (a, b, c), und jede nur ein einziges Mal. — Denn 

ist 0' ^ eine solche Substitution, also in Folge der Aequivalenz 

rö — sq = -f- Ii so sind r und s relative Primzahlen; ferner ist 
dann m = ar 2 + 2&rs cs2 i a ^ s0 ist (r,s) eine Darstellung der 
Zahl m durch die Form (a, ft, c), welche in Folge der Gleichungen 

rö — sq = 1, w = arp -f 6 (rö -f sq) -f csö 

zu derjenigen Wurzel der Congruenz z' 1 = D (mod. m) gehört, 
von welcher n ein Repräsentant ist. Sind ferner ^ und 

zwei verschiedene solche Substitutionen, so ist ganz ge- 



<?£> 



wiss nicht gleichzeitig r' = r und s' — s; denn sonst wäre 
q' = q -f rv, tf' — 6 -j- sy, folglich der mittlere Coefficient der 
neuen Form = n -\- m v und also v = 0, da ja der mittlere Coef- 
ficient = n ist; mithin wäre auch q' — q und ö' = ö, und folg- 
lich wären die beiden Substitutionen gar nicht verschieden ; also 
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entsprechen zwei verschiedenen Substitutionen ^ ^ und J,^ 

auch zwei verschiedene Darstellungen (r, s) und (r', s') der Zahl 
m; jede solche Darstellung wird also höchstens einmal erzeugt. 
Aber jede solche Darstellung (r, s), welche zu der Wurzel w ge- 
hört, wird auch wirklich erzeugt; denn ist (r, s) wirklich eine 
solche, so können, wie schon oben bemerkt ist, p, ö stets so ge- 
wählt werden, dass (a, 6, c) durch die Substitution ^ ^ ge- 
nau in die Form (m, n, 1) übergeht, deren mittlerer Coefficient 
der vorgeschriebene Repräsentant n dieser Wurzel ist. — Um 
daher alle zu einer Wurzel n der Congruenz = D (mod. m) 
gehörenden Darstellungen (r, s) der Zahl m durch die Form 
(a, 6, c) zu finden, muss auch das zweite Problem der Theorie der 

Aequivalenz vollständig gelöst sein : alle Substitutionen fr zu 

finden, durch welche eine Eorm (a, b, c) in eine ihr äquivalente 
Form (m, », 7) übergeht. 



§. 60. 

Nachdem wir uns in der vorhergehenden Digression davon 
überzeugt haben, dass in der That die Theorie der Darstellung 
vollständig auf die beiden im vorigen Paragraph erwähnten Pro- 
bleme der Lehre von der Aequivalenz zurückgeführt werden kann, 
so wenden wir uns nun zu der Lösung derselben. Das erstere, zu 
erkennen, ob zwei Formen von gleicher Determinante äquivalent 
sind oder nicht, erfordert ganz verschiedene Methoden, je nach- 
dem die Determinante positiv oder negativ ist; in beiden Fällen 
ist aber die Lösung von der Art, dass, wenn die Aequivalenz der 
beiden Formen erkannt wird, zu gleicher Zeit auch eine Trans- 
formation der einen in die andere gefunden wird. Da also bei 
zwei wirklich äquivalenten Formen immer eine solche Transfor- 
mation durch die Lösung der ersten Aufgabe gefunden ist, so be- 
steht das zweite Problem nur noch darin, aus einer solchen Trans- 
formation alle andern zu finden; und da die Lösung desselben 
zunächst nicht von dem Vorzeichen der Determinante abhängt, 
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sondern für positive wie für negative Determinanten Anfangs eine 
gleichmässige Behandlung zulässt, so stellen wir es dem andern 
voran. 

Unsere Aufgabe ist also die, aus einer Substitution L, durch 
welche eine Form q> in eine äquivalente Form 1> übergeht, alle 
Substitutionen 8 zu finden, welche denselben Erfolg haben. Wir 
können dieselbe sogleich durch einige Bemerkungen bedeutend 
vereinfachen, indem wir sie auf den einfachsten Fall reduciren, 
in welchem beide Formen identisch sind. Denn gesetzt, wir ken- 
nen alle Substitutionen T, durch welche die Form <p in sich selbst 
übergeht, so geht <p offenbar durch alle Substitutionen TL — so 
bezeichnen wir die aus den successiven Substitutionen T und L 
zusammengesetzte Substitution — in die andere Form if> über, 
wenn für T der Reihe nach die verschiedenen Substitutionen ge- 
setzt werden, durch welche <p in sich selbst übergeht. Alle diese 
Substitutionen TL gehören also zu den gesuchten Substitutionen 
S. Jetzt behaupten wir auch umgekehrt, dass auf diese Weise 
alle Substitutionen S erzeugt werden, und jede nur ein einziges 
Mal; denn bezeichnen wir mit L* die inverse Substitution von L 
(durch welche also die Form in die Form <p zurückkehrt), so 
ist jede in der Form SL' enthaltene Substitution eine solche, durch 
welche die Form <p in sich selbst übergeht, und gehört mithin zu 
den mit T bezeichneten Substitutionen, so dass wir SL' = T 
setzen können. Da nun die ausL' und L zusammengesetzte Sub- 
stitution L'L = Q °) ist, so folgt hieraus SL'L = S = TL, 

also wird wirklich jede Substitution S auf die angegebene Art er- 
zeugt. Dass endlich jede Substitution S nur ein einziges Mal er- 
zeugt wird, leuchtet hieraus ebenfalls ein ; ist nämlich TL = S, 
so ist T = SL', also ist die Substitution T, durch welche eine 
bestimmte Substitution S erzeugt wird, immer eine vollkommen 
bestimmte, so dass zwei verschiedene Substitutionen T auch zwei 
verschiedene Substitutionen S erzeugen. 

Da also der Complex der Substitutionen S vollständig mit 
dem Complex der Substitutionen TL übereinstimmt, wo L die ge- 
gebene Substitution bedeutet, durch welche die Form tp in die 
äquivalente Form ty übergeht, so kommt es nur noch darauf an, alle 
Substitutionen T zu finden; unser Problem ist daher auf das 
folgende zurückgeführt: 
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Alle Substitutionen zu finden, durch welche eine Form in sich 
selbst übergeht. 

Wir beschränken uns bei der Lösung dieser Aufgabe auf so- 
genannte ursprüngliche oder primitive Formen <p oder (a, 6, c), d. h. 
solche Formen, in welchen die drei Coefficienten a, 6, c keinen ge- 
meinschaftlichen Divisor haben, und wir dürfen uns dies ohne we- 
sentliche Einschränkung der Allgemeinheit erlauben. Sind näm- 
lich (o, J, c) und (a\ b\ c') irgend zwei äquivalente Formen, so er- 
hellt aus den Formeln des §. 54, dass jeder gemeinschaftliche 
Theiler der drei Zahlen a, b, c auch gemeinschaftlicher Theiler 
der drei Zahlen a\ b\ c' ist; und da in Folge der Aequivalenz 
auch die Coefficienten a, b, c ganz ähnlich durch a', b', c' ausge- 
drückt werden können, so leuchtet ein, dass beide Gruppen von 
Coefficienten dieselben gemeinschaftlichen, also auch denselben 
grössten gemeinschaftlichen Theiler m haben. Jede Substitution, 
durch welche (a, &, c) in (a', b', c') übergeht, transformirt nun auch 

die ursprüngliche Form , — , —\ — deren Determinante 

\m m m / 

D ( a' b' c'\ 

= — ist — in die ebenfalls ursprüngliche Form ( — , — , — ) 
m 1 \m m m / 

und umgekehrt ; wir brauchen uns daher nur mit ursprünglichen 

Formen zu beschäftigen. Die nicht ursprüngliche Form (a, c) 

heisst derivirt aus der ursprünglichen Form — , — \ 

\m m m / 

Wir Zerfällen ferner sämmtliche ursprüngliche Formen (o,6,c) 
in zwei Arten, je nach dem grössten gemeinschaftlichen Divisor 6 
der drei Zahlen a, 2 6, c, welcher entweder = 1 oder = 2 ist ; 
denn ginge 6 nicht in 2 auf, so hätten die Zahlen a, b, c einen 
grössern gemeinschaftlichen Divisor als 1, und folglich wäre die 
Form keine ursprüngliche. Ist mindestens einer der beiden äus- 
sern Coefficienten a und c ungerade, so ist ö — 1 und dann heisst 
(a, b, c) eine Form der ersten Art (forma proprie primitiva oder 
forma proprio, nach Gauss); sind die beiden äussern Coefficienten 
a und c gleichzeitig gerade, so ist 6 = 2 und dann heisst (a, 6, c) 
eine Form der zweiten Art (forma impropric primitiva oder forma 
impropria nach Gauss)» Im letztern Fall ist nothwendig b unge- 
rade (weil sonst die Form nicht ursprünglich wäre) und folglich 
die Determinante D = 6* — oc = l (mod. 4). Wir behandeln 
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aber beide Fälle zugleich, indem wir den Buchstaben 6 als Zei- 
chen für den grössten gemeinschaftlichen Divisor von a, 2 b, c 
beibehalten. 



§. 61. 

Es sei nun ^ irgend eine Substitution, durch welche die 

ursprüngliche Form (a, 6, c) der öten Art in sich selbst übergeht, 
so ist zunächst 

Xq - tiv = 1 (1) 

und ferner (nach §. 54) 

aA 2 -f 2bXv -f cv' = a; (2) 
aXp -|- b (Xq -f- f*v) -f- cvq — b\ (3) 

da aus diesen drei Gleichungen schon folgt, dass (o, b, c) in eine 
äquivalente Form übergeht, deren erster und zweiter Coefficient 
a und b sind, so ist der letzte Coefficient c' der neuen Form we- 
gen der Gleichheit der Determinanten nothwendig = c; und folg- 
lich drücken diese Gleichungen vollständig aus, dass ^ ^ eine 

Substitution der verlangten Art ist (dies würde nicht ebenso voll- 
ständig geschehen, wenn man die Gleichung Xq — pv = 1 durch 
die andere Gleichung a^ 2 -f 2 bpQ -f cq* = c ersetzen wollte; 
denn dann würde man rückwärts nur schliessen können, dass 
Xq — fiv = + 1 ist). 

Wir behandeln diese drei Gleichungen mit den vier Unbe- 
kannten l, ft, v, q auf folgende Weise. 

Wird Xq durch \iv + 1 ersetzt, so nimmt die Gleichung (3) 
die Form 

ttAfi -j- 2 bpv -f- cvq — 0 

an; verbindet man hiermit die Gleichung (2) und eliminirt ein- 
mal 2 6, dann c, so erhält man unter Berücksichtigung der Glei- 
chung (1) die beiden folgenden: 
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ap + cv — 0; a (A — q) + 2 bv = 0. 

Da a von 0 verschieden ist (weil sonst D eine Quadratzahl 
wäre), so kann man v = aty setzen, wo il> eine rationale (ganze 
oder gebrochene) Zahl bedeutet; hierdurch gehen die beiden letz- 
ten Gleichungen in die drei folgenden über 

v = aip, n = — c\\>, A — q = 2 6^; 
schreibt man sie in der Form 

a ^ i c 2b rf J 

so ergiebt sich, dass tftf» eine ganze Zahl sein muss; denn hätte 
diese Zahl, auf ihre kleinste Benennung gebracht, einen von 1 
verschiedenen Nenner, so müsste derselbe, da v, (i und A — q 

ganze Zahlen sein sollen, nothwendig in jeder der drei Zahlen — , 

6 

c 2b 

— und — aufgehen, was unmöglich ist, da diese den grössten ge- 
meinschaftlichen Divisor 1 haben. Wir können daher 

a c. . 2b 
v = — w, (i = — - u, A — q = — u (4) 

setzen, worin u eine neue unbekannte, aber ganze Zahl bedeutet. 
Setzen wir diese Ausdrücke für fi und v in die Gleichung (1), so 
erhalten wir 

und hieraus in Verbindung mit dem vorstehenden Ausdruck für 
A — q die Gleichung 

oder 

Hieraus ergiebt sich, dass 6 ^ ^ jedenfalls eine ganze 
Zahl sein muss, die wir mit t bezeichnen wollen, so dass 
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A + e = — t und t* = Du* + <J 2 (5) 

ist 

Wir können die vorstehende Untersuchung mit Rücksicht auf 
(4) und (5) in Folgendem zusammenfassen: 

Ist ^ ' ^ eine Substitution, durch welche die ursprüngliche 

Form (a, b, c) der 6 ten Art und von der Determinante D in sich 
selbst übergeht, so ist stets 

, t — bu cu 
1 = — rt — ' ^ = - V 

a) 

_ ot* < 4- 

wo t, u zwei ganze Zahlen bedeuten, welche der unbestimmten Glei- 
chung 

t* — Du 2 = ö 2 (II) 

Genüge leisten. 

Aber dieser Satz lässt sich auch umkehren: 

Sind t, u zwei ganze der Gleichung (II) genügende Zahlen, so 
sind die durch die Gleichungen (I) bestimmten Zahlen A, p, v, p die 

ganzzahligen Coefficienten einer Substitution ^ , dwrcÄ weteÄe 

die Form (a,b,c) in sich selbst übergeht. 

Dies ergiebt sich auf folgende Weise. Zunächst ist zu be- 
weisen, dass X,p,v,Q auch dann ganze Zahlen werden, wenn 6 = 2 
ist (wenn 6 = 1, versteht sich dies von selbst) ; da in diesem Fall 
a und c gerade sind, so sind v und ft ganze Zahlen ; da ferner b 
ungerade, und folglich D = b* — ac = 1 (mod. 4) ist, so sind 
irgend zwei der Gleichung t 2 — Du 2 = 4 genügende Zahlen t, u 
entweder beide gerade oder beide ungerade ; in beiden Fällen sind 
t — bu und t -f- bu gerade, und folglich k und o ganze Zahlen. 

Nachdem dieser erste Punct sichergestellt ist, findet man 
leicht durch wirkliche Substitution der Ausdrücke (I) unter Be- 
rücksichtigung der Gleichung (II), dass die drei Relationen (1), 
(2) und (3) identisch erfüllt sind, dass also in der That die Form 

(a, b, c) durch die Substitution ^ in sich selbst übergeht 

Aus jeder bekannten Substitution Q kann daher ^z. B. 



Digitized by Go 



Quadratische Formen. 161 

durch die Gleichungen t = 6 ^ ^~ ^\ u — eine Auflösung 

u der Gleichung (II) gefunden werden, und umgekehrt. Es ist 
aher wichtig, zu bemerken, dass zwei verschiedenen Substitutio- 
nen auch zwei verschiedene Auflösungen der Gleichung (II) ent- 
sprechen, und umgekehrt zwei verschiedenen Auflösungen der 
Gleichung (II) auch zwei verschiedene Transformationen der Form 
(o, b, c) in sich selbst. Denn die Relationen (I) sind derartig, 
dass gegebenen Werthen t, u ein und nur ein System von Wer- 
then A, fi, v, p, und umgekehrt gegebenen Werthen von A, v, g 
ein und nur ein System von Werthen t y u entspricht. 

Hiemit ist also unser Problem nicht vollständig gelöst, son- 
dern nur auf das andere reducirt: 

AUe ganzzahligen Auflösungen der unbestimmten Gleichung (II) 
zu finden. 

Dieses letztere bietet nun nicht die geringste Schwierigkeit 
dar, sobald die Determinante D negativ ist. Wenn nämlich d ihr 
absoluter Werth, also D = — d ist, so hat die Gleichung (II) 

V- 4. /du' 1 — ö* 

nur eine endliche Anzahl von Auflösungen f, u\ und zwar ist 

1) bei Formen der ersten Art (ö = 1) die Anzahl der Auflö- 
sungen der Gleichung 

t* -f- Ju*= 1 

immer = 2, sobald 4 > 1 ist; diese Auflösungen sind offenbar 

<=|1,m=:0 und t = — 1, u = 0; 
hieraus folgt, dass 



O - (.:-?) 



auch die beiden einzigen Substitutionen sind, durch welche eine 
ursprüngliche Form von negativer Determinante — 4 (wo^> 1) 
und von der ersten Art in sich selbst übergeht Im Fall d — 1 
ist aber die Anzahl der Auflösungen = 4 ; diese sind 

t= 1, t* = 0; t = — 1, tt = 0; 
t = 0, u=l ; * = 0, t* = — 1 ; 

und folglich sind 

P i i i r h I et , Kaiileiillieom. 1 l 
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die vier einzigen Substitutionen, durch welche eine Form (a, 6, c), 
in welcher 6 2 — oc = — 1 ist, in sich selbst übergeht. 

2) Bei Formen der zweiten Art, für welche 6 = 2, D = 1 
(mod. 4) und folglich z/ = 3 (mod. 4), ist die Anzahl der Auflö- 
sungen der Gleichung 

t* + Ju* = 4 
stets = 2, so oft 4 > 3 ; diese sind 

e = 2, w = 0; und t = — 2, u = 0; 
die hieraus resultirenden Substitutionen 

sind die beiden einzigen, durch welche -eine solche Form in sich 
selbst übergeht. Im Fall 4 = 3 ist aber die Anzahl der Auflö- 
sungen = 6; diese sind 

t = + 2, u = 0;t = + 1, u = + 1; t = -f- 1, u = - 1; 
* = — 2, « = 0; * = — 1, w = — 1;*= — 1, «=+- 1; 

und die hieraus resultirenden Substitutionen 

/i,oy -|*\ -ä* \ 

V 0,-1/ V -Ja, -5(1+^' V -la, i(l-b)J 

sind die einzigen, durch welche eine Form (a, <?), in welcher 
62 — ac = — 3 und a und c gerade sind, in sich selbst über- 
geht. 



§. 62. 

Bei weitem schwieriger ist die Theorie der Gleichung (II) für 
den Fall einer positiven Determinante 2), und hierin zeigt sich 



Quadratische Formen 



163 



zuerst die grosse Verschiedenheit in der Natur der Formen von 
positiver und derer von negativer Determinante. Wir lassen da- 
her diese Untersuchung für jetzt fallen, um sie später (in §. 83) 
wieder aufzunehmen, nachdem das andere in §. 59 erwähnte Pro- 
blem der Lehre von der Aequivalenz seine Lösung gefunden ha- 
ben wird. Auch bei diesem stellt sich etwas Aehnliches heraus, 
indem es durchaus nothwendig wird, die Formen von positiver 
und negativer Determinante vollständig gesondert zu behandeln; 
und da auch hier die Formen von negativer Determinante weit 
weniger Schwierigkeiten darbieten, so behandeln wir diese zu- 
nächst. 

Um den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen, schi- 
cken wir eine Bemerkung voraus, welche sich gleichmässig auf 
Formen von positiver wie von negativer Determinante bezieht. 
Offenbar geht eine Form (a, ö, a'), in welcher wir absichtlich den 
letzten Coefficienten nicht mite, sondern mit a' bezeichnen, durch 



sind; diese Form (a', b', a") soll der Form (a, 6, a') nach 
rechts benachbart, und ebenso soll die letztere (a, b, a') der an- 
dern («', b', a") nach links benachbart heissen. Das Charakteri- 
stische der Beziehung zweier solcher benachbarter Formen q> und 
<jp' besteht erstens darin, dass sie dieselbe Determinante haben, 
zweitens, dass der letzte Coefficient a' der einen Form <p zugleich 
der erste Coefficient der andern Form qp' ist, drittens, dass die 
Summe ihrer mittlem Coefficienten b -f- b' durch diesen gemein- 
schaftlichen Coefficienten a r theilbar ist. Denn haben zwei For- 
men <p und tp' diese drei Eigenschaften, und setzt man b -\- b' 
— — a'd, so geht in derThat die Form <p durch die Substitution 



in eine neue Form über, deren erste beide Coefficienten a\ b' mit 
denen der Formqp' übereinstimmen; und da die neue Form jeden- 
falls der Form (p äquivalent ist, also auch dieselbe Determinante 
wie q> und folglich auch wie <p' hat, so muss sie mit <p' identisch 
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sein. — Beiläufig ergiebt sich aus dieser Charakteristik des Be- 
griffs auch folgender später (§. 77) zu benutzende Satz: Ist 
('a, '6, a) der Form (a,6,a') nach links benachbart, so ist (a, '6, 'a) 
der Form (a',fc,a) nach rechts benachbart 



§. 63. 

Wir wenden uns nun zu der Untersuchung, ob zwei gegebene 
Formen von gleicher negativer Determinante D = — d äqui- 
valent sind oder nicht. Zunächst ist zu bemerken, dass die bei- 
den äusseren Coefficienten a und c einer solchen Form 

<p = ax* + 2bxy + cy 2 

nothwendig gleiche Vorzeichen haben, da ac = & ? + <A ist; da 
ferner 

a<p = {ax + by)* -f 4y* 

ist, so zeigt sich, dass alle durch die Form <p darstellbaren Zah- 
len dasselbe Vorzeichen haben wie a und c. Sind daher (a, fe, c) 
und («', b\ c') äquivalente Formen, so haben die äussern Coeffi- 
cienten c f der letztern Form dasselbe Zeichen wie die der er- 
stem. Da ferner aus der Aequivalenz dieser beiden Formen 
auch die der beiden Formen ( — a, — 6, — c) und ( — a\ — b\ — c') 
folgt, so können wir uns im Bälgenden auf die Betrachtung sol- 
cher Formen von negativer Determinante beschränken, in welchen 
die beiden äusseren Coefficienten das positive Vorzeichen haben. 

Um nun über die Aequivalenz zweier Formen dieser Art zu 
entscheiden, vergleicht man sie nicht direct mit einander, sondern 
mit sogenannten reducirtm Formen. Man nennt eine Form 
(A,B,C) von negativer Determinante (und positiven äussern Coef- 
ficienten) eine reducirte, wenn der letzte Coefficient C nicht klei- 
ner ist als der erste A, und der erste A wieder nicht kleiner als 
der absolute Werth des doppelten mittlem Coefficienten 2 2?, in 
Zeichen, wenn 

C^A>2(B) 

ist, wo (B) den absoluten Werth von B bedeuten soll. Wir be- 
weisen nun zunächst folgenden Satz: 
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Jede Form von negativer Determinante ist einer reducirt-en 
Form äquivalent. 

Zu dem Zweck betrachte man die der gegebenen Form (a,b,a r ) 
nach rechts benachbarten Formen (a\b\a")\ unter diesen wird 
es immer eine (bisweilen auch zwei) geben, in welchen wenigstens 
die eine Bedingung a' ^ 2 (b') erfüllt ist. Denn unter allen mit 
— b nach dem Modul a' congruenten Zahlen giebt es eine b f , de- 
ren absoluter Werth am kleinsten, und zwar kleiner oder wenig- 
stens nicht grösser als | o' ist (falls a' gerade und b = \ a' 
(mod. a') ist, würde es zwei solche Zahlen b' geben, nämlich 
i Ja'), so dass jedenfalls b' = — b (mod. a') und ausserdem 
2(b')^a' ist. Ist b' auf diese Weise gefunden, und b -f b' = — a'd, 
so geht die Form (a,ft,o') durch die Substitution 

(-?:!) 

iu die nach rechts benachbarte Form (a\b\a") über, in welcher 
2{b')^a f ist. Wenn nun gleichzeitig sich herausstellt, dass 
a' ^ a" ist, so ist (a\b',a") eine reducirte Form und der Proccss 
geschlossen. Findet sich aber, dass das Gegentheil 

a' > a" 

Statt findet, so ist («',&', a") noch keine reducirte Form. Mit die- 
ser verfahre man ebenso wie mit (a,i,a'), d. h. man transformirc 
sie in eine nach rechts benachbarte Form (a", b'\ a'"), in welcher 
2{b") ^ a" ist; sobald dann gleichzeitig a" ^ a'" ist, so ist 
<a", b", a'") reducirt, folglich der Process geschlossen ; ist dies 
aber nicht der Fall, also 



so setze man den Process in derselben Weise fort. Immer aber 
wird er nach einer endlichen Anzahl von Operationen schliessen ; 
denn wäre dies nicht der Fall, so hätte man eine nie abbrechende 
Reihe von positiven ganzen Zahlen 

a , a , a . . . t* w , e* v ' . . . 5 

in welcher jede folgende mindestens um eine Einheit kleiner wäre, 
als die unmittelbar vorausgehende, was unmöglich ist, da es im- 
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mer nur eine endliche Anzahl ganzer positiver Zahlen giebt, welche 
kleiner sind als eine gegebene. 

Auf diese Weise ist bewiesen, dass man endlich zu einer Form 
( a oo j («), a (»+ D) gelangen muss, in welcher nicht nur 2(b< n) ) ^ a<">, 
sondern auch ^ a (B + 1 > ist. 

Zugleich ergiebt sich jedesmal durch die wirkliche Ausfüh- 
rung der Operationen eine Substitution, welche aus den succes- 
siven Substitutionen von der Form 



(- 1 i) 



zusammengesetzt ist, und durch welche die gegebene Form 
(a,6,a') in die ihr äquivalente reducirte Form (o^>, a<» + ! >) 
übergeht. 

Nehmen wir als Beispiel die Form (200, 100, 51), deren De- 
terminante D = — 200 ist, so haben wir b' = — 100 (mod. 51) 
zu setzen und finden hieraus b' = 2 ; die Substitution, durch 
welche die gegebene Form (200, 100, 51) transformirt werden 

muss , ist daher ^ ^ ^ ^ ; da wir aber den ersten und zwei- 
ten Coefficienten a f und b' und die Determinante D kennen, so 
brauchen wir diese Transformation nicht wirklich auszuführen; 
sondern wir berechnen den letzten Coefficienten a" durch die 
Formel 

a a' ' 

in unserm Fall finden wir also 

4 + 200 
51 

Die benachbarte Form ist daher (51, 2, 4); sie ist nicht redu- 
cirt, weil der letzte Coefficient kleiner ist als der erste. Wir 
wiederholen daher dieselbe Operation, indem wir b" = — 2 
(mod. 4) und folglich b" = + 2 setzen, wo beide Zeichen zuläs- 
sig sind ; dann ergiebt sich die Substitution _^ 0( *er 
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(_!\ o)' ^ e nac ^^ em ^ as °bere oder untere Zeichen genommen 
wird, und ausserdem 

o „, = ü_200 =M . 

also ist clie neue Form (4, + 2, 51), und diese ist, mag man das 
obere oder das untere Zeichen wählen, reducirt. Ferner geht die 
gegebene Form (200, 100, 51) durch die Substitution 

(_»•, _' ,) (_\ _' ,) - (V -, ') 

in die Form (4, 2, 51), dagegen durch die Substitution 

(_\ J s ) (_»•, i) - cv - ■) 

in die Form (4, — 2, 51) über. Man sieht aus diesem Beispiele, 
wie einfach der angegebene Algorithmus sich gestaltet. 



§. 64 

Wir sehen ferner an dem eben behandelten Beispiele, dass 
eine und dieselbe Form zwei verschiedenen reducirten Formen 
äquivalent sein kann, woraus folgt, dass auch zwei verschiedene 
reducirte Formen unter einander äquivalent sein können. Da es 
von grosser Wichtigkeit ist, dies allgemein zu untersuchen, so 
stellen wir uns die Frage : 

Wann sind zwei reducirte Formen (a,b,c) und (a\b\ c'J von 
gleicher negativer Determinante D — — d einander äquivalent ? 

Zunächst ziehen wir einige Folgerungen aus den beiden Be- 
dingungen 

2 (b) ^ a, a ^ c, 

welche ausdrücken, dass die Form (o, 6, c) eine reducirte ist. Es 
ergiebt sich nämlich aus der erstem 4 b 2 ^ a 2 , aus der letztern 
a* ^ ac, also auch 42>* 5= ac oder 3& 2 :g ac — 6 2 , folglich 

(6)g Vp: 
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Hieraus folgt weiter, dass Sac = 3 z/ -f 3 & 2 £j 4 z/ und, da 
a 2 ^ ac ist, dass 

ist. 

Nehmen wir jetzt an, die beiden reducirten Formen (a, 6, c), 
(a', b', c') seien äquivalent, so dürfen wir, ohne die Allgemeinheit 
zu beeinträchtigen, voraussetzen, dass 

ist. Es sei nun ^ die Substitution, durch welche (a, 6, c) in 
(a', b\ c') übergeht, also 

1 = ad — ßy 

a' = aa 1 + 2&ay 4- cy 2 

b' = aaß + b(ad -f 0y) + cyd\ 

Multipliciren wir die Gleichung (2) mit a, so ergiebt sich 

aa' = (aa + by)* -f z/y s ; 
da nun sowohl a, als auch a' ^ V\d, und also 

aa' ^ f z/ 

ist, so folgt, dass in der vorstehenden Gleichung y 2 entweder =0 
oder = 1 sein muss; denn wäre y 2 ^ 4, so wäre aa' ^ 4 z/, was 
mit der Bedingung aa' ^ | z/ streitet. Wir unterscheiden nun 
diese beiden lalle: 

1. y — 0. 

Dann lauten die drei obigen Gleichungen folgendermaassen : 

ad — 1; a' = aa 2 ; b' = aaß -f- 6; 

aus der ersten folgt a = 6 = + 1 ; also ist a' = a, und die dritte 
Gleichung lehrt, dass b' — b = + aß durch a = a' theilbar ist; 
da nun aber (b) ~\a und (ft') 5^ |a', also auch (6') 5s \a ist, so 
sind nur zwei Fälle möglich: entweder ist b' — b = 0, also &'= & 
und folglich, da schon a' — a ist, auch c' = c, d. h. die Formen 
sind identisch, in welchem Fall sich die Aequivalenz von selbst 



(1) 
(2) 
(3) 
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versteht; oder es ist der absolute Werth von b' — b t da er un- 
möglich grösser als a sein kann und doch durch a theilbar sein 
muss, gleich a; in diesem Fall muss eine der beiden Zahlen 6, b' 
gleich + |a, die andere gleich — Ja, und also c' = c sein; wir 
werden daher auf zwei nicht identische formae ancipites (a, |a, e) 
und (a, — Ja, c) geführt Diese sind aber in der That äquivalent, 

und die erstere geht in die letztere durch die Substitution ~ 

über. 

IL y = ± L 

In diesem Fall lautet die Gleichung (2) folgendermaassen 

a' — aa 2 ± 2ba -\- c\ 

da wir angenommen haben, dass a' nicht grösser als a, und folg- 
lich auch nicht grösser als c ist, so folgt, dass 

aa 2 ±2ba ^ 0 

ist Da nun andererseits 2 (b) ^ a und stets (a) < a 2 , also auch 
der absolute Werth von 2b a nicht grösser ist als aa 2 , so ist ganz 
gewiss 

aa*±2ba ^ 0. 

Es kann also aa 2 ± 2b a weder positiv noch negativ sein, und 
folglich ist 

aa'*±2ba = 0, 

also a' = c; da aber a' ^ a und a c, so folgt weiter, dass 
sowohl a' = a, als auch c = a ist. Nun kann man die Gleichung 
(3) mit Hülfe der Gleichung (1) in die Form 

b + b' = a«ß + 2b(td±cd 

bringen, und da c = a, und 2b a = aa 3 ist, so ergiebt sich 

b ± b' = a (aß + ± 8) 

d. h.b + b' ist theilbar durch a. Hieraus folgt ganz ähnlich wie 
im Fall I, dass b -f b' entweder = 0, oder dass der absolute 
Werth von b -f b' gleich a sein muss. Im letztern Fall müssten 
b und '6' einander gleich, nämlich = + ja sein, dann erhielte 
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man also wieder den Fall zweier identischen Formen, der kein 
Interesse darbietet. Im erstem Fall dagegen ist V — — b, folg- 
lich da a' = o, und auch c = a ist, auch c' = c = a; wir haben 
daher folgende zwei Formen (a, 5, a) und (a, — a), welche (wenn 
6 von Null verschieden ist) nicht identisch sind ; diese sind wirklich 
äquivalent, und die erstere geht in die letztere durch die Substi- 
tution über. 

Wir fassen das Resultat der Untersuchung in Folgendem zu- 
sammen : 

Die beiden eineigen Falle, in denen zwischen zwei nicht identi- 
schen reducirten Formen Aequivalenz Statt findet, sind die folgenden: 
die Formen (a, { a, c) und (a, b, a) gehen resp. durch die Substitu- 
tionen 

in die Formen (a, — * a, c) und (a, — a) über. 



§. 65. 

Hiermit ist nun auch die Aufgabe gelöst, zu entscheiden, ob 
zwei Formen von gleicher negativer Determinante äquivalent sind 
oder nicht. Sind <p und ^ die beiden Formen , so transformire 
man jede derselben, falls sie noch nicht reducirt sein sollte, nach 
der oben angegebenen Methode in eine reducirte Form, qp in <p', 
$ in Stellt sich dann heraus, dass <p' und t\>* identisch aus- 
fallen, oder dass sie einen der beiden eben untersuchten Fälle 
darbieten, in welchen zwei nicht identische reducirte Formen 
dennoch äquivalent sind (was durch den Anblick der beiden 
Formen augenblicklich erkannt wird), so sind die gegebenen For- 
men <p und v gewiss äquivalent. Und zugleich ergiebt sich eine 
Substitution, durch welche die eine Form in die andere übergeht; 
denn durch den Process der Reduction ergeben sich Substitutio- 
nen durch welche q> in <p', und T, durch welche in t\>' über- 
geht. Sind daher <p' und V' identisch, so geht, wenn T' die in- 
verse Substitution von T bedeutet, die Form (p durch die zu- 
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sammengesetzte Substitution ST' in die Form # über. Sind da- 
gegen <p' und nicht identisch, aber doch äquivalent, so ist, wie 
wir oben gesehen haben, immer eine Substitution U bekannt, durch 
welche <p' in V' übergeht; und dann geht <jp durch die zusammen- 
gesetzte Substitution SUT' in i\> über. 

Zeigt sich aber, dass die Formen q>' und V' nicht identisch 
sind, und dass sie auch keinen der beiden im vorigen Paragraph 
erwähnten particularen Fälle darbieten, sind also diese beiden 
reducirten Formen nicht äquivalent, so sind auch die beiden ge- 
gebenen Formen g> und $ nicht äquivalent, wie unmittelbar aus 
§. 56 folgt. 

Hiermit sind für negative Determinanten die beiden in §. 59 
aufgestellten Probleme der Lehre von der Aequivalenz vollstän- 
dig gelöst : soeben das erstere, welches darin besteht, über die 
Aequivalenz oder Nichtäquivalenz zweier gegebener Formen zu 
entscheiden ; und zugleich haben wir jedesmal, wenn die Entschei- 
dung für die erstere lautet, auch eine Substitution zu finden ge- 
lehrt, durch welche die eine Form in die andere übergeht. Das 
zweite Problem, aus einer gegebenen Substitution, durch welche 
eine gegebene Form in eine (hierdurch schon völlig bestimmte) 
äquivalente Form übergeht, alle Substitutionen zu finden, durch 
welche die erstere Form in dieselbe zweite Form übergeht, ist (für 
ursprüngliche Formen) in §. 61 ebenfalls vollständig gelöst. 



§. 66. 

Aus den vorhergehenden Untersuchungen über die Formen 
von negativer Determinante lässt sich eine Reihe von interessan- 
ten Folgerungen ableiten; bevor wir aber zu denselben übergehen, 
wollen wir eine Betrachtung anstellen, welche sich gleichmässig 
auf Formen von negativer und Formen von positiver Determinante 
bezieht, und welche in den künftigen Untersuchungen die grösste 
Rolle spielt. 

Es sei / eine bestimmte gegebene Form von der Determinante 
Z), und .Fder Inbegriff aller der Formen /,/',/". . welche mit 
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f (eigentlich) äquivalent sind; da nun je zwei Formen, welche 
einer dritten Form äquivalent sind, auch unter einander äquiva- 
lent sind, so sind also je zwei in dem System F vorkommende 
Formen /',/" einander äquivalent; ist daher /' irgend eine in F 
vorkommende Form, so ist das System aller mit /' äquivalenten 
Formen identisch mit dem System F. Ein solches System unter 
einander äquivalenter Formen soll eine Glosse von Formen oder 
eine Formenclasse heissen, und es leuchtet ein, dass durch irgend 
ein Individuum einer solchen Classe alle andern derselben Classe 
angehörenden Formen vollständig bestimmt sind; man kann da- 
her immer ein solches Individuum als Bepräsentanten der Fonnen- 
classe ansehen. 

Es würde nicht schwer sein zu beweisen, dass es in jeder 
solchen Formenclasse unendlich viele Individuen giebt, d. h. 
dass die Anzahl der Formen, in welche eine gegebene Form 

f durch die unendlich vielen verschiedenen Substitutionen ( a * \ \ 



übergeht, in denen ad — ßy = -\- 1, unendlich gross ist, obgleich 
es vorkommen kann, und zwar bei positiven Determinanten immer 
vorkommt, dass unendlich viele von diesen Substitutionen die 
Form / nur in eine und dieselbe Form /' transformiren; allein 
dieser Nachweis hat für uns zunächst kein Interesse. Von grös- 
serer Wichtigkeit und von dem grössten Interesse ist dagegen die 
folgende Betrachtung. 

Denkt man sich alle Formen von einer und derselben Deter- 
minante D in ihre verschiedenen Classen eingetheilt, und wählt 
man aus jeder Classe nach Belieben eine Form als Repräsentan- 
ten derselben, so erhält man ein sogenanntes vollständiges Systetn 
nicht äquivalenter Formen für diese Determinante 2); die funda- 
mentale und vollständig charakteristische Eigenschaft eines sol- 
chen vollständigen Formensystems S besteht darin, dass jede be- 
liebige Form von der Determinante B stets einer, aber auch nur 
einer von den in diesem System S enthaltenen Formen äquivalent 
ist Die Anzahl dieser verschiedenen Classen (und also auch ih- 
rer Repräsentanten in dem vollständigen Formensystem S) ist 
nun, wie sich zunächst für negative, später auch für positive De- 
terminanten herausstellen wird, eine endliche, und wir bezeichnen 
absichtlich schon jetzt die genaue Bestimmung dieser Classenan- 
zahl für eine gegebene Determinante, welche innig mit den schön- 
sten algebraischen und analytischen Untersuchungen dieses Jahr_ 
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hunderts verknüpft ist, als die letzte und hauptsächlichste von 
uns zu lösende Aufgabe. 



§. 67. 

Zunächst wollen wir uns aber auf Formen von negativer De- 
terminante beschranken, und zwar wieder auf solche, deren äus- 
sere Coefficienten positiv sind. Da jede Form von negativer De- 
terminante D = — ^ einer reducirten Form und im Allgemeinen 
auch nur einer solchen reducirten Form äquivalent ist, so brau- 
chen wir, um ein vollständiges Formensystem zu erhalten, nur die 
sämmtlichen reducirten Formen aufzusuchen und jedesmal, wenn 
zwei solche nicht identische Formen einen der beiden in §. 64 er- 
wähnten Fälle darbieten, eine von ihnen nach Belieben fortzulas- 
sen, die andere beizubehalten. Dass die Anzahl der so übrig 
bleibenden nicht äquivalenten reducirten Formen endlich ist, er- 
giebt sich leicht aus den Bedingungen 

denen eine reducirte Form (a, 5, c) genügen muss, und der hieraus- 
(in §. 64) gezogenen Folgerung 

(b) ^ viz 

Bezeichnet man nämlich die grösste ganze in V^J d enthaltene 
Zahl mit X (so dass k ^ V\4 <Z * + 1)> 80 kann der mittlere 
Coefficient b keine andern, als die folgenden 2 A + 1 Werthe 

0, + 1, ± 2 . . . ± X 

haben; und wenn man dem b irgend einen dieser Werthe beige- 
legt hat, so ist ac = b 2 + ^\ a ^ so ua * man die Zahl fe a 4 auf 
alle mögliche Arten in zwei positive Factoren zu zerlegen, und je- 
desmal denjenigen, welcher den andern an Grösse nicht übertrifft, 
für a, den letztern für c zu nehmen; stellt sich dann gleichzeitig 
heraus, dass 2(6)ga ist, so ist die so gebildete Form wirklich 
eine reducirte und deshalb aufzuschreiben, im entgegengesetzten 
Fall aber fortzulassen. Auf diese Weise erhält man nothwendig 
alle reducirten Formen ; ihre Anzahl ist aber nothwendig eine end- 
liche, denn die Anzahl aller Zerlegungen der (2A -f- 1) Zahlen von 
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der Form (6 2 <4) in zwei Factoren ist selbst endlich. Wir haben 
daher das Resultat: 

Die Anzahl aller nicht äquivalenten reducirten Formen von 
negativer Determinante, d. h. die Classenunzahl selbst ist endlich. 

Beispiel 1: Fü r die Determinante D = — 12 ist 4 = 12; 
hieraus X — V\^l — 2\ wir haben daher b folgende Werthe 
durchlaufen zu lassen 

0, ± 1, ± 2, 
und dann die Zahlen 6 2 + ^, d. h. die Zahlen 

12, 13, 16 

auf alle möglichen Arten in zwei Factoren zu zerlegen ; es ist 

12 =1-12 = 2- 6 = 3- 4 

13 = 1 • 13 

16 — 1 ■ 16 = 2 • 8 = 4 • 4. 

Dies giebt, indem der erste Factor immer = a, der zweite = c 
gesetzt wird, die eilf Formen 

(1, 0, 12), (2, 0, 6), (3, 0, 4); 

(1, ±li 13); 

(1, ±2, 16), (2, ±2, 8), (4, +2, 4). 

Von diesen sind die folgenden nicht reducirt 

(1, ±1, 13), (1, ±2, 16), (2, ±2, 8), 

weil in ihnen die Bedingung 2 (b) ^ a nicht erfüllt ist ; als wirk- 
lich reducirte Formen bleiben daher nur die folgenden fünf übrig 

(1, 0, 12), (2, 0, 6), (3, 0, 4), (4, ±2, 4); 

allein die beiden Formen (4, 2, 4) und (4, — 2, 4) gehören unter 
die Ausnahmefälle des §. 64, sind also äquivalent. Mithin ent- 
hält das vollständige Formensystem nur vier Formen, nämlich 

(1, 0, 12), (2, 0, 6), (3, 0, 4), (4, 2, 4), 

die als Repräsentanten ebenso vieler Classen gelten. Von diesen 
vier Formen sind nur die beiden folgenden 

(1, 0, 12), (3,0, 4) 



Digitized by Google 



Quadratische Formen. 175 

ursprünglich, und zwar sind (da D nicht = 1 (mod. 4) ist) beide 
von der ersten Art. 

Beispiel 2 : Ist D = — 35 ; also 4 = 35 , so ist X = 3, 
also kann b nur die sieben Werthe 

0, ±1, ±2, ±3 

durchlaufen ; diesen entsprechen die Zahlen b 8 -}- 4 : 

35, 36, 39, 44; 

die Zerlegungen derselben in zwei Factoren sind folgende: 



35 = 


1 


• 35 


= 5 • 


7 






36 = 


1 


• 36 


= 2 • 


18 = 


3 • 


12 = 4 • 9 = 6 • 6 


39 = 


1 


• 39 


= 3 • 


13 






44 = 


1 


• 44 


= 2 • 


22 = 


4 • 


11. 



Aber von den 22 entsprechenden Formen erfüllen nur die folgen- 
den 10 die Bedingung 2 (b) ^ a : 

(1, 0, 35), (5, 0, 7), (2, +1, 18) 
(3, ±1, 12), (4, ±1, 9), (6, ±1, 6). 

Da ferner die beiden Formen (2, +1, 18) den Fall I, die beiden 
Formen (6, +1, 6) den Fall II des §. 64 darbieten, so existireu 
nur acht nicht äquivalente reducirte Formen 

(1, 0, 35), (5, 0, 7), (2, 1, 18) 
(3, ± 1, 12), (4, ±1, 9), (6, 1, 6); 
diese sind alle ursprünglich; sechs, nämlich 

(1,0,35), (5,0,7), (3, ±1,12), (4, ±1,9) 
sind von der ersten, die beiden andern 

(2, 1, 18), (6, 1, 6) 
sind von der zweiten Art. 

Beispiel 3: Ist D = — 48 = — so ist X = 4, so dass 
b folgende Zahlen 

0, ±1, ±2, ±3, ±4 

durchlaufen muss; die Zerlegungen der entsprechenden Zahlen 
6 9 -f J sind folgende: 
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48 == 


1 


• 48 = 


2 • 


24 — 


3 • 


16 


= 4 • 


12 


49 = 


1 


• 49 — 


7 • 


7 










52 = 


1 


• 52 = 


4 • 


13 










57 — 


1 


. 57 = 


3 • 


19 










64 = 


1 


. 64 = 


2 • 


32 = 


4 • 


16 


= 8 • 


8. 



Von den entsprechenden 25 Formen sind nur folgende eilf re- 
ducirt: 

(1, 0, 48), (2, 0, 24), (3, 0, 16), (4, 0, 12), 
(6, 0, 8), (7, ±1,7), (4, ± 2, 13), (8, ±4, 8). 

Unter diesen besteht jedes der drei Paare (7, + 1, 7), (4, ±2, 13), 
(8, ±4, 8) aus je zwei äquivalenten Formen; also bleiben nur 
acht nicht äquivalente Formen 

(1, 0, 48), (2, 0, 24), (3, 0, 16), (4, 0, 12), 
(6, 0, 8), (7, 1, 7), (4, 2, 13), (8, 4, 8). 

Ursprünglich von der ersten Art sind die folgenden vier: 

(1, 0, 48), (3, 0, 16), (7, 1, 7), (4, 2, 13), 

die andern vier sind derivirte Formen. 



§• 68. 

Um schon jetzt einen Begriff von der Fruchtbarkeit dieser 
Untersuchungen zu geben, verbinden wir in einigen Beispielen 
die gewonnenen Resultate mit der in §. 59 vorausgeschickten 
Theorie der Darstellung der Zahlen durch bestimmte quadrati- 
sche Formen, bemerken jedoch gleich, dass die folgenden Sätze 
nur specielle Fälle eines grossen allgemeinen Satzes sind. 

Die Formen der Determinante D = — 1 bilden nur eine 
einzige Classe, denn es giebt für «diese Determinante, wie man 
leicht erkennt, nur die einzige reducirte Form 

(1, 0, 1) = x* + y'. 

Wir fragen nun nach dem System der durch diese Form darstell- 
baren, d.h. also in zwei Quadrate zerlegbaren Zahlen m\ um aber 
die frühere Theorie unmittelbar anwenden zu können, lassen wir 
nur solche Darstellungen x = r,y — s gelten, in denen die beiden 
darstellenden Zahlen r, s relative Primzahlen sind; ferner wollen 
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wir uns der Einfachheit halber auf ungerade darstellbare Zahlen 
m beschränken. Es sei also m eine solche darstellbare ungerade 
Zahl, so ist zunächst w* positiv. Da ferner die Determinante — l 
quadratischer Rest von m ist, so müssen alle in m aufgehenden 
Primzahlen von der Form 4Ä-f- 1 sein. Umgekehrt, ist diese Be- 
dingung erfüllt, so ist die Determinante — 1 quadratischer Rest 
von m , und die Congruenz 



hat im Ganzen (nach §. 37) 2^ incongruente Wurzeln, wenn pdie 
Anzahl dieser von einander verschiedenen in m aufgehenden Prim- 
zahlen bedeutet (dies gilt selbst für den Fall, in welchem ju. = 0, 
m = 1 ist). Es sei n ein bestimmter Repräsentant einer be- 
stimmten dieser Wurzeln , so bilde man die quadratische Form 

(m, n, — — — ) von der Determinante — 1: da nur eine einzige 



Formenciasse existirt, so ist diese Form der reducirten Form 
(1, 0, 1) nothwendig äquivalent, und man wird durch die in §. 65 
angegebene Methode eine, und hieraus nach §§. 60,61 alleTrans- 



übergeht. Die Anzahl dieser von einander verschiedenen Trans- 



Darstellungen (r, s) der Zahl m existiren daher, welche zu der- 
jenigen Wurzel gehören, deren Repräsentant n ist. Und da das- 
selbe Raisonnement auf jede der 2^ Wurzeln der obigen Con- 
gruenz passt, so existiren im Ganzen 



verschiedene Darstellungen der Zahl m. 

Stellt man aber die Frage , auf wieviele verschiedene Arten 
eine solche Zahl m in zwei Quadrate zerlegt werden kann , ohne 
Rücksicht auf die Ordnung der beiden Quadrate und auf die Vor- 
zeichen ihrer Wurzeln , so liefern je acht verschiedene Darstel- 
lungen von der Form 

{x = ±r, y = ±s) und (x = ± s, y = ± r) 

nur eine einzige Zerlegung m = r* -f- s* (von diesen acht Dar- 
stellungen gehören vier, nämlich 

Dirlchlet, Zablentheorlc. 12 



8* = — 1 (mod. m) 



formationen finden, durch welche 




formationen 




4.2-" = 2^ + 2 
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(r, s), (— r, — s), (— s, r), (s, — r) 
zu einer, und die andern vier 

(r, — s), (—*",*)» (— *i— r), (s, r) 

zu der ihr entgegengesetzten Wurzel); folglich ist die Anzahl 
dieser verschiedenen Zerlegungen 

mit einziger Ausnahme des Falles m = 1 , weil dann nicht acht, 
sondern nur vier verschiedene Darstellungen 

(x = ± 1 , y = 0) und (# = 0, y = ± 1) 

existiren, die sich zu der einzigen Zerlegung l = Pf 0 J ver- 
einigen. 

In diesem allgemeinen Resultat ist als specieller Fall der 
berühmte von Fermat aufgestellte, zuerst von Euler bewiesene 
Satz enthalten : 

Jede (positive) Primzahl von der Form 4 h + 1 lässt sich 
stets, und zwar nur auf eine einzige Weise in zwei Quadrate zer- 
fallen. 

Die Bedingung, dass die Quadrate keinen gemeinschaftlichen 
Factor haben, fällt hier fort, da sie sich von selbst versteht. 

Beispiel 1 : Die Zahl 37 ist eine Primzahl von der Form 
4h -|- 1; die beiden Wurzeln der Congruenz z* = — 1 (mod. 37) 
findet man (z. B. mit Hülfe des Wilson'schen Satzes) = + 6; 
nimmt man »= 6, so hat man die Form (37, 6, 1) zu betrachten, 

welche durch die Substitution ^ ^ + in die reducirte Form 

(1, 0, 1) übergeht; umgekehrt geht also (1, 0, 1) durch die inverse 

Substitution ~ ^ in (37, 6, 1) über. Also ist die gesuchte 

Zerlegung folgende: 37 = 6* + 1»; es ist nicht nöthig, die vier 
zu dieser Wurzel + 6, und die andern vier zu der entgegenge- 
setzten Wurzel —6 gehörenden Darstellungen hier einzeln auf- 
zuschreiben. 

Beispiel 2: Die Zahl m = 65 = 5 • 13 ist das Product aus 
den beiden Primzahlen 5 und 13, welche beide die Form 4h + 1 
haben. Mithin giebt es 2* = 16 verschiedene Darstellungen, also 
nur zwei verschiedene Zerlegungen der Zahl 65. Die vier Wur- 
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zeln der Congruenz z* = — 1 (mod. 65) sind + 8 und + 18 ; wir 
bilden daher die beiden Formen (65,8, 1) und (65, 18, 5), welche 

durch die Substitutionen ^ ^ + und ^f) in die 

reducirte Form (1, 0, 1) tibergehen; die inyersen Substitutionen 
sind^-^' und (+4, iL?), «nd folglich sind die beiden 

gesuchten Zerlegungen folgende: 

65 = 8* + V = 7 2 + 4'. 



§. 69. 

Alle Formen der Determinante D = — 2 bilden ebenfalls 
nur eine einzige Classe, da nur eine einzige reducirte Form 

(1,0, 2) = s* + 2y* 

vorhanden ist. Wir fragen auch hier wieder nach allen durch 
diese Form darstellbaren ungeraden Zahlen m; die erste Bedin- 
gung ist die, dass — 2 quadratischer Rest von m sein muss; dazu 
ist erforderlich und hinreichend, dass für jede in m aufgehende 
(also ungerade) Primzahl p 



+ 1, 



also p von einer der beiden Formen 8ft -f- 1 oder 8Ä -}- 3 sei. 
Umgekehrt : sind die sämmtlichen ft in m aufgehenden Primzahlen 
p alle von der Form 8ä -f- 1 oder 8Ä + 3, so hat die Congruenz 

e* = — 2 (mod. m) 

stets 2*" incongruente Wurzeln. Ist n ein bestimmter Reprasen- 

m, n, — — — \ noth- 

wendig der Form (1, 0, 2) äquivalent; man findet daher (nach 
§. 65) eine Substitution , durch welche die letztere in die 

erstere übergeht; ausser dieser existirt (nach §. 61) nur noch 
die andere y^* 1 welche dieselbe Eigenschaft hat; es giebt 

12* 
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daher zwei verschiedene Darstellungen (r, s) und ( — r, — s) der 
Zahl m, die zu dieser Wurzel gehören. Im Ganzen giebt es daher 

2 • 2^ = 2^ + 1 

verschiedene Darstellungen der Zahl m durch die Form (1, 0, 2). 

Man erkennt ferner leicht, dass, wenn die beiden Darstellun- 
gen (±r, ±s) zu der Wurzel n gehören, entsprechend die beiden 
Darstellungen (± r, + s) zu der entgegengesetzten Wurzel — n 
gehören. Je vier solche Darstellungen geben eine und dieselbe 
Zerlegung der Zahl m in ein Quadrat und ein doppeltes Quadrat ; 
mithin ist die Anzahl aller verschiedenen Zerlegungen 

die einzige Ausnahme bildet wieder der Fall, in welchem p = 0, 
also m = l ist; denn dann vereinigen sich die zwei verschiedenen 
Darstellungen (+ n ist = — n (mod. 1)) zu der einzigen Zer- 
legung 1 = l 2 + 2 • 0 2 . Der interessanteste specielle Fall ist 
wieder der, in welchem p = 1 ist: 

Jede Primsahl p von einer der beiden Formen 8 h -\- 1 oder 
Sh -f 3 lässt sich stets und nur auf eine eine ige Weise in ein Qua- 
drat und ein doppeltes Quadrat zerlegen. 

Beispiel 1 : Ist m = 41 , so ist die Bedingung erfüllt; u ist 
= 1; die beiden Wurzeln derCongruenz z 2 = — 2 (mod. 41) sind 
±11; die Form (41, 11, 3) geht durch die Substitution 

(+*', +3) 

in die Form (1,0,2) über, diese also rückwärts in jene durch die 
Substitution {^\\ + j^. also ist r = 3, s = — 4, und folglich 

41 = 3» + 2 • 42. 

Beispiel 2 : Ist m = 33 = 3 • 1 1 , so ist die Bedingung er- 
füllt; p ist = 2, und folglich muss es zwei verschiedene Zerlegun- 
gen geben. Die Wurzeln der Congruenz z 2 = — 2 (mod. 33) 
sind ± 8 und ± 14: wir bilden daher die beiden Formen 

(33, 8, 2) und (33, 14, 6), 

welche resp. durch die Substitutionen 
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in die Form (1, 0, 2) übergehen ; die inversen Substitutionen sind 

(zi;^)™a(- ;= *), 

und folglich ist 

33 = l 2 4- 2 • 4» = 5» + 2 • 2*. 



§. 70. 

Alle Formen der Determinante 7) = — 3 bilden zwei Clas- 
sen ? als deren Repräsentanten man die reducirten Formen 

(1,0,3) = *» + 3y» 

und 

(2, 1, 2) = 2x* 4- 2xy 4- 2#» 

annehmen kann; sie sind resp. von der ersten und zweiten Art. 
Ungerade Zahlen können offenbar nur durch die erstere darge- 
stellt werden; es sei daher m eine ungerade und der Einfachheit 
wegen durch 3 nicht theilbare Zahl ; damit sie durch die Form 
(1, 0, 3) darstellbar sei, ist erforderlich, dass, wenn p irgend eine 
in ihr aufgehende Primzahl ist, 

(=?)—• 

folglich p von der Form 3h -f 1 sei. Umgekehrt, sobald diese 
Bedingung für alle in m aufgehenden Primzahlen p erfüllt ist, 
so hat die Congruenz 

z 2 = — 3 (mod. m) 
stets 2 ,u incongruente Wurzeln; ist n ein bestimmter Repräsen- 

w, m, — von ^ er ersten 

Art (da m ungerade ist) und folglich der Form (1,0, 3) äquiva- 
lent. Es giebt also (nach §.61) zwei Substitutionen 

C: 5) «-(=:: =s) 
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m W ' — m~) 

übergeht, und folglich auch zwei Darstellungen (r, s) und 
( — r, — s) der Zahl m, welche zu dieser Wurzel gehören. Im 
Ganzen giebt es daher 

2.2^ = 2f* +l 

verschiedene Darstellungen einer solchen Zahl m durch die Form 
(1, 0, 3), die sich aber wieder auf nur 

J • 2<" + 1 = 2<" _I 

verschiedene Zerlegungen der Zahl m in ein einfaches und ein 
dreifaches Quadrat reduciren (nur auf den Fall f* = 0, also m = l 
passt die letztere Formel wieder nicht). Besonders bemerkens- 
werth ist der specielle Fall : 

Jede Primzahl von der Form 3 h -f 1 ist stets und nur auf 
eine einzige Weise in ein einfaches und ein dreifaches Quadrat 
zerlegbar. 

Gehen wir nun zu den durch die zweite Form (2,1,2) dar- 
stellbaren, nothwendig geraden Zahlen über ; wir beschränken 
uns auf diejenigen von der Form 2m, in welcher wieder m eine 
ungerade und durch 3 nicht theilbare Zahl bedeutet. Dann er- 
kennen wir leicht, dass der Complex dieser Zahlen m mit dem 
eben behandelten vollständig identisch ist. Denn aus der Mög- 
lichkeit der Congruenz z* = — 3 (mod. m) folgt auch die der 
Congruenz z* == — 3 (mod. 2m), und umgekehrt (§. 37) und 

ausserdem ist die Anzahl der Wurzeln wieder =2**. Ist ferner 
n' ein bestimmter Repräsentant einer solchen, so ist die Form 

(2m, ti', — — — ) nothwendig von der zweiten Art (denn der 

mittlere Coefficient n' ist ungerade , folglich — ^r-^— gerade) und 

& m 

also gewiss der Form (2, 1, 2) äquivalent; man kann daher (nach 
§. 61) sechs verschiedene Transformationen der letztern Form in 
die erstere finden, welche in folgender Weise zusammenhängen: 

(r,Q\ ( — s, — 6\ f—r — s, —q —ö\ 
\s, *J> \r + s, q + ö)> \ r , Q /' 

V-s,-*/ \-r-s, -o-öj' \ -r, — 9 )> 
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hieraus ergeben sich entsprechend folgende sechs Darstellungen: 

(r, s), (— s, r + s), (— r— s, r) 
(— r, — s), (s, — r— s), (r + s, — r) 

die alle zu derselben Wurzel n' gehören (die sechs zu der ent- 
gegengesetzten Wurzel — ri gehörenden Darstellungen entstehen 
aus diesen durch Vertauschung der ersten darstellenden Zahl mit 
der zweiten). Im Ganzen existiren daher 



verschiedene Darstellungen der Zahl 2 m durch die Form (2, 1, 2), 
oder, was dasselbe ist, der Zahl m durch die Form x* + xy + y«. 
Sieht man je vier zusammengehörige Darstellungen von der Form 



als nicht wesentlich verschieden an, so ist die Anzahl der wesent- 
lich verschiedenen Darstellungen nur noch 



Für eine Primzahl p von der Form 3&-f- 1 giebt es daher immer 
drei wesentlich verschiedene Darstellungen durch die Form 
x* + xy -f- y*. 

Beispiel: Ist m = 13; so sind n = ± 7 die Wurzeln der 
Congruenz = — 3 (mod. 26) und also auch der Congruenz 
== — 3 (mod. 13). Wir bilden daher die beiden Formen 



6 • 21* = 3 • 2^ + 1 



(r, s), (— r, -s), (s, r), (— s : — r) 



= 3.2<"- 1 . 



(13, 7, 4) und (26, 7, 2). 
Sie gehen resp. durch die Substitutionen 




in die Formen 



(1,0, 3) und (2,1,2) 
über. Die beiden inversen Substitutionen sind 




und folglich ist 

13 = 1* + 3 (- 2)> = (- 4)* + (— 4) • 1 + 1>; 



Digitized by Google 



134 Vierter Abschnitt. 

hieraus findet man leicht die beiden andern Darstellungen 

13 = 4* + 4 • (— 3) + (— 3) 8 
= 3« + 3 • 1 + 1» 



§• 71. 

Als letztes Beispiel wählen wir die Determinante D = — 5; 
es giebt zwei nicht äquivalente reducirtc Formen 

(1, 0, 5) und (2, 1, 3), 

beide sind ursprünglich und von der ersten Art. Wir suchen 
wieder das System aller ungeraden und durch 5 nicht th eilbaren 
Zahlen m zu bestimmen, welche durch diese Formen darstellbar 
sind. Die dazu erforderliche Bedingung besteht darin, dass für 
jede in m aufgehende Primzahl p die Gleichung 



fr")- 



+ 1 



Statt finden muss; hieraus folgt (§. 52, II), dass jede solche Prim- 
zahl von einer der vier Formen 

20Ä + 1, 20Ä + 9, 20Ä + 3, 20Ä + 7 

sein muss. Ist diese Bedingung erfüllt, und p die Anzahl der 
verschiedenen Primzahlen p, so hat die Congruenz 

z* eee — 5 (mod. m) 

wieder 2^ incongruente Wurzeln; ist n ein bestimmter Repräsen- 
tant einer solchen, so ist die Form (m y n, nothwendig 

einer und nur einer der beiden obigen reducirten Formen äqui- 
valent; es giebt dann jedesmal (nach §. 61) zwei Substitutionen, 

durch welche diese reducirte Form in ^w, », übergeht, 

also auch zwei zu der Wurzel n gehörige Darstellungen der Zahl 
m durch diese reducirte Form. Im Ganzen giebt es also 

2 • 2" = 2<" + 1 

Darstellungen einer solchen Zahl durch die obigen reducirten 
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Formen. Allein es bleibt noch zweifelhaft, durch welche der 
beiden reducirten Formen die zu einer bestimmten Wurzel n ge- 
hörigen beiden Darstellungen erfolgen; und eine ähnliche Frage 
wird jedesmal da auftreten, wo es mehrere nicht äquivalente 
Formen derselben Art giebt. In unserm Fall ist es nicht schwie- 
rig, diesen Zweifel zu heben. 

Ist nämlich die Zahl m darstellbar durch die Form (1,0, 5), 
also z. B. 

m = r« + 5s 2 , 

so folgt hieraus 

m = r 2 (mod. 5), 

d.h. m ist quadratischer Rest von 5; ist dagegen die Zahl m dar- 
stellbar durch die zweite Form (2, 1, 3), also z. B. 

m = 2r 2 + 2r$ + 3s 2 , 

so ist 

2m = (2r + s) 2 + 5s 2 = (2r + s) 2 (mod. 5), 

und, da 2 quadratischer Nichtrest von 5 ist, so ist m ebenfalls 
quadratischer Nichtrest von 5. 

Es tritt also hier die besonders einfache Erscheinung auf, 
dass alle Darstellungen einer Zahl entweder nur durch die Form 
(1,0, 5) oder nur durch die Form (2, 1, 3) geschehen, je nachdem m 
quadratischer Rest oder Nichtrest von 5, d.h. je nachdem m = ± 1, 
oder = + 2 (mod. 5) ist. Hieraus folgen die speciellen Sätze : 

Jede Primzahl von einer der beiden Formen 20 h -f- 1 , 20 h -f- 9 
ist auf vier Arten durch die Form (1, 0, 5) darstellbar (welche we- 
sentlich nur eine einzige Zerlegung in ein einfaches und ein 
fünffaches Quadrat bilden); jede Primzahl von einer der beiden 
Formen 20Ä+3, 20 A -f 7 ist auf vier Arten durch die Form 
(2, 1, 3) darstellbar. 

Beispiel 1: Ist m = 29, so sind n = + 13 die beiden Wur- 
zeln der Congruenz z 2 = — 5 (mod. 29); die hieraus gebildete 
Form (29, 13, 6) geht durch die Substitution 

V+2, -Sj 

in die reducirte Form (1, 0, 5) über; durch Umkehrung dieser 
Substitution erhält man die Zerlegung 
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29 = 3» + 5 • 2*. 

Beispiel 2 : Für m = 27 findet man n = ± 7; die beiden 
entsprechenden Formen 

(27, 7, 2) und (27, — 7, 2) 
gehen bezüglich durch die Substitutionen 



in die reducirte Form (2, 1, 3) über; durch Umkehrung dersel- 
ben erhält man daher die vier Darstellungen 



von denen die beiden erstem zu der Wurzel +7, die beiden 
letztern zu der Wurzel — 7 gehören. 



Wir wenden uns nun zu den Formen mit positiver Determi- 
nante D, um auch für sie die Hauptprobleme der Theorie der 
Aequivalenz zu lösen. Das zweite Problem (§. 59), aus einer Trans- 
formation einer Form in eine zweite alle Transformationen der 
erstem in die letztere zu finden, ist durch unsere frühere Unter- 
suchung auf die Aufgabe zurückgeführt , alle ganzzahligen Auf- 
lösungen der Gleichung 



zu finden. Dieselbe ist für positive Determinanten bei weitem 
schwieriger zu lösen, als für negative. Dasselbe gilt von dem 
ersten Hauptproblem: zu erkennen, ob zwei Formen von gleicher 
Determinante äquivalent sind oder nicht. Wir schlagen zur Lö- 
sung desselben einen ganz andern Weg ein , wie früher bei nega- 
tiven Determinanten, einen Weg, der aber zugleich die Mittel 
an die Hand geben wird, auch die obige Gleichung vollständig 
aufzulösen. 

Das Charakteristische dieser Methode besteht darin, dass 
wir auch irrationale Grössen in den Kreis unserer Betrachtungen 
ziehen. Ist nämlich (a, 6, c) oder 




27 = 2 (+4)2 + 2(+4)(±l) + 3(±1)' 
27 = 2(±3)-' + 2 (± 3) (± 1) -f 3 (± 1)' 



§. 72. 



<2 _ Dm* = (ja 
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a« a -h 2bxy -f cy a 

eine Form, deren Determinante 6 2 — ac=D positiv ist, so hat 
die entsprechende quadratische Gleichung 

o + 2bca -f Co* = 0 

zwei reelle Wurzeln 

-&T Vi) 
» = 3 1 

die wir, je nachdem das obere oder untere Zeichen genommen 
wird, als die erste oder zweite Wurzel der Form (a, 5, c) bezeich- 
nen und von einander unterscheiden wollen, indem wir ein für 
alle Mal festsetzen, dass das Zeichen VD stets die positive Qua- 
dratwurzel aus der Determinante bedeuten soll. Durch die Coef- 
ficienten der Form (a, b, c) ist also jede ihrer beiden Wurzeln 
vollständig, ohne Zweideutigkeit bestimmt. Aber umgekehrt ist 
auch jede Form (a, 5, c) der Determinante B durch Angabe einer 
ihrer Wurzeln vollständig charakterisirt, in der Weise, dass zwei 
Formen (a, b, c) und (a', c') derselben Determinante D not- 
wendig identisch sind, sobald sie gleiche erste, oder gleiche zweite 
Wurzeln haben; denn aus der Gleichung 

— b' + Vl) —b + VD 
c' — c 

worin entweder die beiden obern, oder die beiden untern Zeichen 
zu nehmen sind, ergiebt sich in Folge der Irrationalität von Vd 
zunächst c' = c, und dann b' = 6, also auch a' = a. 

§. 73. 

Wir wollen nun annehmen, es seien (a, 5, c) und (a', b\ c') 
zwei äquivalente Formen , und zwar wollen wir für einen Augen- 
blick die uneigentliche Aequivalenz nicht ausschliessen , weil da- 
durch der Nerv der Betrachtung deutlicher hervortritt. Es sei 

#) eine Substitution, durch welche (a, b, c) in (a', b\ c') über- 
geht, also 

aö — ßy = ± 1. 
Da durch diese Substitution 
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x = ax' -f ßy', y = yx' -f 

identisch 

ax* 4- 2bxy 4- et/ 2 = a' V 2 4- 2 6V.y' 4- c'y' 2 

wird, so leuchtet ein, dass vermöge der Formeln 

y 4- da>' . y — aa 

aus einer Wurzel o' der Form («', d) eine Wurzel w der Form 
(a, b, c) gefunden werden kann, und umgekehrt; denn die Wur- 
zeln dieser Formen sind ja dieWerthe der Verhältnisse — und 

J xx 

für welche die Formen verschwinden. Aber es fragt sich vor allen 
Dingen, ob zwei so verbundene Wurzeln to und to' gleichnamig 
(d. h. ob beide erste oder beide zweite Wurzeln) sind, oder nicht. 
Dazu müssen wir in der Gleichung 

, y — etat 

CJ = — —z 

— Ö + ßco 

für die Wurzel a ihren obigen Ausdruck durch die Coefficienteu 
substituiren, wodurch wir zunächst 

, _ yc — a(—b + VD) _ ba 4- cy±aVD 
~~ —Öc + ß(—b + Vi)) ~ —bß-cd + ßVD 

erhalten; machen wir den Nenner rational, indem wir den Bruch 
durch — bß —cd + ßVD erweitern, so ergieht sich 

— (ba + cy) (bß + c8) 4- aß D-f(ad — ßy) c\/D 
ö — (hß 4- cö)* — ß*B 

— (accß -\~b(a8 + ßy) -f cyö) + (aö—ßy) V V 
~~ aß* 4- 2bßÖ 4- cö* 

oder 

c' 

Ist daher aö — ßy = -\-l } d. h. ist die Substitution eine eigent- 
liche, so sind o, «' gleichnamige Wurzeln; ist dagegen ad — ßy 
= — 1 , also die Substitution eine uneigentliche, so sind die bei- 
den Wurzeln o, o' ungleichnamig, d. h. die eine ist eine erste, 
die andere eine zweite Wurzel. 
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Wir schlicssen von jetzt an uneigentliche Aequivalenz und 
uneigentliche Substitutionen gänzlich aus; es sind dann also 
durch die Gleichungen (1) stets zwei gleichnamige Wurzeln der 
beiden äquivalenten Formen mit einander verbunden. Dieser Satz 
lässt sich in folgender Weise umkehren : 

Wenn zwei Formen (a, b, c), (a\ b', c') dieselbe Determinante 
D haben, und wenn zwei gleichnamige Wurzeln a und «' derselben 
durch die Gleichung 

y -f- Öa' 
W ~~ a -\-ß(o' 

verbunden sind, in welcher die vier ganzen Zahlen a, ß, y, ö der 
Gleichung 

ad — ßy — 1 

genügen , so sind die beiden Formen äquivalent , und zwar geht die 
erstere durch die Stdtstitution (y) in die letztere über. 

Denn setzt man wieder 

— b T VD 

O == -L 

C ' 

so wird (da ad — ßy= -f 1 ist) 

, y — ata —ja aß -f- b [aö + ßy) -f eyd) If V D 

W ~ — d + /3ü> ~~ aß* + 2bßÖ + cd 1 * 

da nun andererseits 

c' 

und hierin, wegen der vorausgesetzten Gleichnamigkeit von w 
und w', das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 
in der Formel für ca, und also auch in der aus ihr abgeleiteten 
Formel für «' das obere oder untere Zeichen gilt, so folgt, dass 

c' = aß* + 2bßö + cd 2 , b' = aaß + b(ad + ßy) + cyö 

ist Diese beiden Gleichungen (in Verbindung mit ad — ßy = \) 
drücken aus, dass die Form (a, b, c) durch die Substitution 

— ^7 , b', c') übergeht; der Vor- 
aussetzung nach hat aber die Form (a', b\ c') dieselbe Determi- 
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nante wie (a, 6, c) ; d. h. es ist b' 2 — a'c' = D; also ist diese 
Form, in welche (a,b, c) durch die Substitution (£' übergeht, 
keine andere als (a\ b', c'), was zu beweisen war. 

Von besonderer Wichtigkeit für das Folgende ist die Betrach- 
tung zweier benachbarter Formen (o, b, a') und (a', b', a"), in 
welchen der Definition zufolge (§. 62) die Summe b + b' durch a' 
theilbar, also b + b' = — a'$ ist, und von welchen die erstere 

in die letztere durch die Substitution ^ ® ' übergeht. Die 

gleichnamigen Wurzeln co und ©' dieser beiden Formen hängen 
durch die Gleichungen 

-1 1 

CO — 



— d + ca d — co 
zusammen. 



§• 74. 

Auch bei positiven Determinanten vergleicht man zwei For- 
men, deren Aequivalenz beurtheilt werden soll, nicht unmittelbar 
mit einander, sondern man transformirt jede von ihnen in eine 
sogenannte reducirte Form ; der Begriff einer solchen ist aber hier 
wesentlich verschieden von demjenigen, welcher früher (§. 63) für 
negative Determinanten aufgestellt ist. 

Eine Form (a, b, c) von positiver Determinante D heisst eine 
reducirte Form, wenn, abgesehen vom Zeichen, ihre erste Wurzel 

ihre zweite Wurzel 

c 

ist, und wenn ausserdem beide Wurzeln entgegengesetzte Zeichen 
haben. 

Ziehen wir zunächst einige Folgerungen aus dieser Erklärung. 
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Da die erste Wurzel numerisch grösser als die zweite, also auch 
die Summe der beiden Grössen b und yD numerisch grösser als 
ihre Differenz sein soll, so muss, da VD positiv ist, auch b posi- 
tiv sein (nicht = 0); da ferner die beiden Wurzeln entgegenge- 
setzte Zeichen haben, so gilt dasselbe auch von den beiden 
Grössen 

— (b + ]/D) und - b -f VD ; 

und da die erstere gewiss negativ ist, so muss die letztere positiv 
sein; es ist daher 

0 < b < VD. 

Bezeichnen wir ferner mit (c) wieder den absoluten Werth 
des Coefficienten c, so muss also im algebraischen Sinne (d. h. 
mit Rücksicht auf die Vorzeichen) 

d. h. es muss 

0 < VD - b < (c)< VD + b 

sein ; und umgekehrt leuchtet ein, dass jede Form (a, c), deren 
Coefficienten diesen letztem Ungleichungen genügen, sicher eine 
reducirte Form ist, weil aus ihnen rückwärts die ursprünglichen 
Bedingungen sich ableiten lassen. 

Aus der Definition ergeben sich noch weitere Folgerungen, 
Da D = b 2 — ac und 6 2 <; D ist, so müssen a und c entgegen- 
gesetzte Zeichen haben; da ferner die erste Wurzel und c eben- 
falls entgegengesetzte Zeichen haben, so hat die erste Wurzel 
dasselbe Vorzeichen wie der erste Coefficient a der Form. Nun 
hat ferner die zweite Wurzel das entgegengesetzte Zeichen der 
ersten Wurzel, also dasselbe Vorzeichen wie der dritte Coefficient 
c der Form, was sich unmittelbar auch daraus ergiebt, dass 
VD — b positiv ist. 

Für den absoluten Werth des ersten Coefficienten a gelten 
dieselben Bedingungen, wie für den von c\ denn da 



= + (a)(c), 
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also 

. _ (Vd + ») (V-P - 1) 

ist, so ergiebt sieb aus den Bedingungen 

(c) > u < (c) < »< 

dass 

Ca) > VD - 6, und (a) < V/> + 6 

ist. 

Für das Folgende ist noch der specielle Fall bemerkenswerth, 
in welchem 

VD — (a) < b < VD und (c) ^ (a) 

ist; aus diesen Bedingungen kann man nämlich stets schliessen, 
dass die Form (a, b, c) reducirt ist, obwohl die Umkehrung nicht 
gestattet ist In der That, giebt man diesen Bedingungen die 
Form 

0 < VD - b < (a) ^ (c), 
so ergiebt sich zunächst, dass die zweite Wurzel 

- b + Vd 

c 

numerisch < 1 , ferner dass die erste Wurzel 

— b - VD a 

c — Vd -b 

numerisch > 1 ist. Hieraus folgt weiter, wie oben , dass b posi- 
tiv ist, weil VD + b numerisch grösser als VD ~b ist; und folg- 
lich haben, da ausserdem b < VD ist, beide Wurzeln entgegen- 
gesetzte Zeichen. Also ist die Form gewiss eine reducirte. 



§. 75. 

Aus der Erklärung einer reducirten Form ergiebt sich ferner 
der folgende wichtige Satz : 
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Für jede positive Determinante giebt es nur eine endliche An- 
eahl reducirter Formen. 

Denn, bezeichnen wir mit X die grÖsste ganze in VD enthal- 
tene Zahl, so dass X < ]/B < X -f 1 und also X mindestens = l 
ist , so kann der mittlere Coefficient 6 einer reducirten Form 
(a,6, c) nur die X verschiedenen Werthe 1, 2...X haben; für jeden 
dieser Werthe von b ist D — 6 3 = (a) (c) auf alle mögliche Arten 
in zwei Factoren zu zerlegen, welche zwischen X — 6undA + 1 4- b 
exclusive (oder zwischen X -f 1 — b und X -\- b inclusive) liegen; 
je zwei solchen Factoren a und c hat man entgegengesetzte Zei- 
chen zu geben, und man muss sie permutiren, wenn sie ungleich 
sind. Dann sind aber wirklich alle reducirten Formen gefunden, 
und es giebt deren offenbar nur eine endliche Anzahl. — 

Beispiel 1 : Ist D = 13, so ist X = 3; wir haben daher fol- 
gende Fälle und Zerlegungen: ♦ 

b = 1; 12 = 3 • 4 
b = 2; 9 = 3-3 
6 = 3; 4 = 1- 4 = 2-2 

und diese liefern die folgenden 12 reducirten Formen : 

(± 3, 1, + 4), (± 4, 1, + 3), (± 3, 2, + 3), 
(±1,3, + 4), (± 4, 3, + 1), (± 2, 3, + 2). 

Beispiel 2: Für D = 19 ist X = 4; wir bilden daher fol- 
gende Tabelle: 

6 = 1; 18 giebt keine Zerlegung; 

6 = 2; 15 = 3 • 5; 

6 = 3; 10 = 2-5; 

6 = 4; 3 = 1-3; 

hieraus ergeben sich folgende 12 reducirte Formen: 

(± 3, 2, + 5), (± 2, 3, If 5), Ct l,j*, T..3), 
tt 5, 2, + 3), (±5, 3, + 2), (±3,4, + l). 

Beispiel 3 : Für D = 35 ist X = 5 ; also bilden wir die 
Tabelle 

Dl Mehl et, Z&hlentheorie. 13 
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b 
b 
b 
b 
b 
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1; 34 giebt keine Zerlegung ; 




wie erhalten daher 8 reducirte Formen: 



Beispiel 4: Für D = 79 ist A == 8; wir bilden daher fol- 
gende Tabelle: 



b 




i; 


78 giebt keine Zerlegung; 


b 




2; 


75 „ „ „ 


b 




3; 


70 = 7 • 10 ; 


b 




4; 


-63 = 7 • 9; 


b 




5; 


54 = 6*9; 


b 




6; 


43 giebt keine Zerlegung; 


b 




7; 


30 = 2 • 15 = 3 • 10 = 5 • G; 


b 




8; 


15 = 1 . 15 = 3 • 5; 



wir erhalten daher 32 reducirte Formen: 



(± 7, 3, + 10), (± 7, 4, + 9), (± 6, 5, + 9), (± 2, 7, + 15), 
(± 3, 7, + 10), (± 5, 7, + G), (± 1, 8, T 15 )» (± 3, 8, + 5), 



fch 10 > 3 > + 7), (± 9, 4, + 7), (± 9, 5, + 6), (± 15, 7, + 2), 
(± 10, 7, + 3), (± G, 7, + 5), (± 15, 8, + 1), (± 5, 8, + 3). 



Aehnlich wie bei negativen Determinanten (§. 63) beweisen 
wir auch die Richtigkeit des folgenden Satzes: 

Jede Form von positiver Determinante ist einer reducirten 
Form äquivalent. 

Bezeichnen wir die gegebene Form von positiver Determi- 
nante D mit (a, b, a'), so suchen wir eine ihr nach rechts benach- 
barte Form (V, b\ a") so zu bestimmen, dass 



(±1,5, + 10), (+2, 5, + 5); 
(± 10, 5, + 1), (± 5, 5,+ 2). 



und 



§• 76. 



MB - (a') < b' < Vd 
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wird. Da zufolge der Erklärung einer benachbarten Form der 
mittlere Coefficient b' jeden Werth erhalten kann, welcher = — i 
(möd. a') ist, und keinen andern, so fragt sich nur, ob zwischen 
den Grenzen VD — (a') und ]/D stets ein solcher Werth existirt; 
dies ist offenbar der Fall , da die sämmtlichen zwischen diesen 
beiden Grenzen enthaltenen ganzen Zahlen 

A-j-l — (a'), A + 2-(a') . . . A — 1, k 

ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modulus a' bilden ; 
aus demselben Grunde ergiebt sich, dass nur eine einzfge solche 
Zahl b' existirt. Nachdem b' bestimmt ist, geht die Form (a, b, a') 

( 0 , + 1 \ 

durch die Substitution ^_ j * + \ in die benachbarte Form 

(a', b\ a") über, deren Coefficienten a\ b' der obigen Bedingung 
Geniige leisten. Findet sich nun, dass zu gleicher Zeit (a") ^ (a') 
wird , so ist nach dem am Schluss des §. 74 besonders hervorge- 
hobenen speciellen Fall die gefundene Form (a\ b\ a") eine re- 
ducirte. Ist dagegen 

M>M, 

so verfahre man mit der gefundenen Form (a', b\ a") genau so 
wie mit der gegebenen Form, d. h. man bilde die ihr nach rechts 
benachbarte Form (a", b'\ a"'), in welcher 

VD - (a") < b" < VD 

ist, und welche gewiss eine reducirte ist, wenn (a'") ^ (a") ist. 
Sollte aber wieder 

(a") > (a m ) 

sein, so setze man denselben Process in derselben Weise fort; da 
unter einer gegebenen positiven Zahl (a') nur eine endliche An- 
zahl von ganzen positiven Zahlen liegt, so muss man nach einer 
endlichen Anzahl von Transformationen durchaus zu einer Form 
(a<">, ¥ n \ a< n + l) ) gelangen, in welcher sowohl 

VD — (a«) < < VD 

als auch 

ist, also zu einer reducirten Form gelangen, was zu beweisen war. 

13* 
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Es verdient bemerkt zu werden, dass bei diesem Process 
nicht gerade erst die letzte Form eine reducirte zu sein braucht, 
denn es giebt reducirte Formen, in welchen die Bedingungen des 
besondern hier benutzten speciellen Falles nicht erfüllt sind. 
Von grösserer Wichtigkeit ist es aber, besonders darauf aufmerk- 
sam zu machen, dass durch den angegebenen Process auch jedes 
Mal eine Substitution gefunden wird, durch welche die gegebene 
Form in die reducirte Form übergeht, und zwar erhält man diese 
Substitution durch Composition der successiven Substitutionen, 
welche in dorn Process auftreten. Der Algorithmus selbst ist 
durchaus nicht beschwerlich, wie folgende Beispiele zeigen. 

Beispiel 1 : Die Form (4, 6, 7) hat die Determinante D = 8 ; 
es ist also A = 2. Unter den Zahlen 

-4,-3,-2,-1,0,1,2 

ist V = 1 = — 6 (mod. 7); dies giebt die benachbarte Form 
(7, 1, — 1), welche noch nicht reducirt ist Da (a") = 1 ist, so 
ist b" = A = 2, und folglich erhält man die benachbarte Form 
(— 1, 2, 4), welche wirklich reducirt ist. Durch die Substitution 

(_?:+!)(_?: i)-fti:±8 

geht die gegebene Form in die gefundene über. 

Beispiel 2: Die Form (713, 60, 5) hat die Determinante 
D = 35 ; man findet nach der angegebenen Methode die nach 
rechts benachbarte Form (5, 5, — 2), und zu dieser wieder die 
Form ( — 2, 5, 5), in welcher der letzte Coefficient in der That 
grösser ist als der erste. In diesem Beispiel ist aber auch schon 
die vorhergehende Form (5, 5, — 2) reducirt Die gegebene Form 
geht durch die Substitution 

l °'+ l \ 
\— 1.-18/ 

in (5, 5, — 2) und durch die Substitution 

/ 0, + 1\ / 0, l\ + 5\ 

V- 1, - 13; V- 1, V ~~ V 13, - 66^ 

in ( — 2, 5, 5) über. 

Beispiel 3: Die Form (62, 95, 145), deren Determinante 

D = 35, geht durch die folgenden successiven Substitutionen 

(-?:i).(-tö. (-?;{). (-?;» 
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successive in die Formen 

(145, —95, 62), (62, -29, 13), (13, 3, -2), (—2, 5, 5) 

über, von denen erst die letzte reducirt ist; die Zusammensetzung 
dieser Substitutionen giebt die Substitution ^ durch 

welche (62, 95, 145) in (- 2, 5, 5) übergeht. 



§. 77. 



Nachdem in den beiden vorhergehenden Paragraphen dar- 
gethan ist, dass jede Form von positiver Determinante einer redu- 
cirten Form äquivalent ist, und dass nur eine endliche Anzahl 
von reducirten Formen für jede gegebene Determinante existirt, 
so folgt hieraus unmittelbar: 

Die Anzahl der Classen n icht äquivalenter Formen von positiver 
Determinante ist stets eine endliche. 

Allein es bleibt noch die Hauptfrage zu beantworten, ob zwei 
nicht identische reducirte Formen derselben Determinante einan- 
der äquivalent sein können ; denn erst dann haben wir (wie in 
§. 65 für negative Determinanten) die Mittel gewonnen, um über 
die Aequivalenz von zwei gegebenen Formen derselben positiven 
Determinante entscheiden zu können. Diese Untersuchung stösst 
bei positiven Determinanten auf bedeutende Schwierigkeiten , da 
in derThat immer mehrere nicht identische und doch äquivalente 
reducirte Formen existiren. 

Um einen sichern Boden für diese Untersuchung zu gewin- 
nen, stellen wir zunächst die bestimmte Frage : 

Kann eine reducirte Form (a, ft, a f ) eine ihr nach rechts be- 
nachbarte Form (a', b\ a") haben, tcelche ebenfalls reducirt ist? 



Nehmen wir einmal an, dies sei möglich, und es sei 




die Substitution, durch welche die reducirte Form (o, a') in die 
ebenfalls reducirte Form (a\ b\ a") übergeht. Sind dann co und 
»' zwei gleichnamige Wurzeln der ersten und der zweiten Form, 
so hängen diese (nach §. 73) durch die Gleichungen 

1 . . •. 1 1 
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mit einander zusammen. Wir wollen der Einfachheit halber fest- 
setzen, dass o> und «' die beiden ersten Wurzeln der beiden For- 
men bedeuten (obgleich dieselbe Relation auch zwischen den bei- 
den zweiten Wurzeln Statt findet). Da in einer reducirten Form 
die beiden äussern Coefficienten entgegengesetzte Zeichen haben, 
und die erste Wurzel stets das Zeichen des ersten Coefficienten 
besitzt, so haben die beiden unechten Brüche cj und <n' bezüglich 
die Vorzeichen von a und a', also entgegengesetzte Vorzeichen, da 
der erste Coefficient a! der zweiten Form zugleich der letzte 
Coefficient der ersten Form ist Wendet man dies auf die 
Gleichung 

1 1 

cö — 



Ö — G) CO — Ö 

an, so ergiebt sich , dass w — d ein echter Bruch sein muss von 
gleichem Vorzeichen wie oa ; es muss daher d diejenige vollständig 
bestimmte ganze Zahl sein, welche dem absoluten Werth nach 
nächst kleiner als cj ist und dem Vorzeichen nach mit co über- 
einstimmt. Wir schliessen hieraus , dass eine reducirte Form 
(a, 6, a') höchstens eine einzige nach rechts benachbarte Form 
(a', b', a") hat, welche ebenfalls reducirt ist. 

Aber es existirt auch wirklich immer eine solche der reducir- 
ten Form (a, 6, a') nach rechts benachbarte und reducirte Form 
(a\ b' f a"). Denn es sei o die erste Wurzel der reducirten Form 
(a, 6, a'), also ein unechter Bruch, dessen Vorzeichen mit dem 
von a übereinstimmt; so wähle man die ganze Zahl Ö so, dass ihr 
absoluter Werth (ö) die grösste ganze in («) enthaltene ganze Zahl 
(also nie = 0) wird, und gebe ö das Vorzeichen von w; dann geht 
die gegebene Form (o, fc, a') durch die so bestimmte Substitution 

in eine benachbarte Form (a', b\ a") über, deren erste 

Wurzel 

1 

<ö — — 



cj — Ö 



ein unechter Bruch ist, dessen Vorzeichen dem von a und a ent- 
gegengesetzt ist und also mit dem von a' übereinstimmt. Be- 
zeichnen wir nun mit und raj die beiden zweiten Wurzeln, so 
besteht zwischen ihnen dieselbe Relation 
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da nun o 1 ein echter Bruch ist, dessen Vorzeichen dein von «, 
und also auch dem von d entgegengesetzt, und da 6 eine von Null 
verschiedene ganze Zahl ist, so folgt, dass 6 — o, ein unechter 
Bruch, und also ein echter Bruch ist, dessen Vorzeichen mit 
dem von d, & und a übereinstimmt, also dem von o>' und a' ent- 
gegengesetzt ist Es ist also bewiesen , dass die beiden Wurzeln 
u>' und g}[ der neuen Form (a\ b\ a") entgegengesetzte Zeichen 
haben, ferner dass die erste co' ein unechter, die zweite oj ein 
echter Bruch ist; folglich ist diese Form in der That eine redu- 
cirto, was zu beweisen war. 

Jede reducirte Form hat daher eine und nur eine nach rechts 
benachbarte Form, welche ebenfalls reducirt ist' und diese kann auf 
die angegebene Weise immer leicht gefunden iverden. 

Genau ebenso Hesse sich nun auch beweisen, dass jede redu- 
cirte Form eine und nur eine nach links benachbarte reducirte 
Form besitzt. Doch ist es bequemer, diesen Fall auf den eben 
behandelten durch die einleuchtende Bemerkung zurückzuführen, 
dass die beiden Formen (a, b, a') und (a', b, a) gleichzeitig redu- 
cirte, oder gleichzeitig nicht reducirte Formen sind. Hieraus folgt 
nämlich in Verbindung mit einem früher (§. 62) erwähnten Satze, 
dass, wenn die reducirte Form (a, 6, a') eine nach links benach- 
barte und ebenfalls reducirte Form ('a, 'b, o) besitzt, die redu- 
cirte Form (tt', b, a) die nach rechts benachbarte Form (a, f b, 'a) 
hat, welche ebenfalls reducirt ist; und umgekehrt, sobald die 
Form (a, 'a) der reducirten Form (a', 6, o) nach rechts be- 
nachbart und zugleich reducirt ist, so ist die Form ('«, 'b, ä) 
ebenfalls reducirt und der Form (a, a') nach links benachbart. 
Da wir nun gesehen haben, dass eine reducirte Form («', b, a) 
immer eine und nur eine nach rechts benachbarte reducirte Form 
(a, 'b, 'a) hat, so folgt: 

Jede reducirte Form (a,b, a') besitzt stets eine und nur eine 
nach links benachbarte reducirte Form ('a, '6, a). 

§• 78. 

Aus den soeben bewiesenen Sätzen über die nach rechts und 
links benachbarten reducirten Formen ergiebt sich, dass man 
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8ämmtliche reducirte Formen einer positiven Determinante D in 
Perioden eintheilen kann , die auf folgende Weise zu bilden sind. 
Man wähle irgend eine reducirte Form <p 0 und bilde die nach 
rechts und links fortgesetzte Reihe 

.... <p_2, 9-i> 9oi 9i> 9» . . . . 

der successiven nach rechts und nach links benachbarten redu- 
cirten Formen, welche durch das eine Glied q> 0 vollständig be- 
stimmt sind. Da es nur eine endliche Anzahl von reducirten For- 
men der Determinante D giebt, und die ersten Coefficienten zweier 
auf einander folgenden Formen stets entgegengesetzte Zeichen 
haben, so muss einmal auf eine Form 9 dieser Reihe nach einer 

geraden Anzahl 2n von Gliedern eine mit 9 identische Form 

9 ^ + 2f| folgen; und -da eine Form oder 9^ + 2f| nur eine einzige 

nach rechts, und nur eine einzige nach links benachbarte redu- 
cirte Form besitzt, so müssen auch die beiden Formen, <p , , 
und w , . , „ , ebenso die beiden Formen cp , und w , , a , 

und also auch allgemein je zwei Formen dieser Reihe identisch sein, 
deren Indices dieselbe Differenz 2« haben. In der ganzen Reihe sind 
daher höchstens 2 n verschiedene Formen 

9o, 9n 92 • • • 92»-2, 92n-i; 

und diese werden in der That alle von einander verschieden sein, 
wenn keine der Formen qp 2 , <p 4 . . . ^n-* mit q> 0 identisch ist; 
denn wären q> y und 9 |/+2n . zwei identische Formen, so müsste 

auch 9 2 n' m it 9o identisch sein. Nehmen wir also an, dass 2n 
die Anzahl der wirklich verschiedenen Formen dieser Reihe ist, 
so besteht dieselbe aus einer nach beiden Seiten sich unendlich 
oft periodisch wiederholenden Folge dieser 2n Formen; je zwei 
Formen 9 und 9 v , deren Indices eine durch 2n theilbare Diffe- 
renz fM — v haben, sind identisch; und umgekehrt, sind die For- 
men 9 und q> identisch, so ist p = v (mod. 2w). 

Es kann nun sein, dass diese 2 n Formen alle reducirten For- 
men der Determinante D erschöpfen; aber es ist auch möglich, 
dass ausser ihnen noch andere reducirte Formen derselben Deter- 
minante existiren. Im letztern Fall sei il>o eine solche, in der 
obigen Periode nicht enthaltene reducirte Form, so entspricht 
ihr ebenso eine Periode von 2 m unter einander verschiedenen 
Formen 



Digitized by Google 



Quadratische Formen. 



201 



t/'(H #2 • • • #8m-2, #2i»-i; 

alle diese Formen der zweiten Periode werden auch von denen 
der ersten verschieden sein; denn besässen beide Perioden eine 
gemeinschaftliche Form, so wären beide Reihen vollständig iden- 
tisch, da von dieser gemeinschaftlichen Form aus die Reihe nur 
auf eine einzige Weise nach rechts und links' fortgesetzt werden 
kann. 

In derselben Weise kann man fortfahren, bis endlich alle re- 
ducirte Formen in verschiedene Perioden eingetheilt sind; die An- 
zahl der Perioden ist noth wendig eine endliche; die Anzahl der 
Glieder kann in verschiedenen Perioden verschieden sein, jeden- 
falls ist sie stets gerade. 

Beispiel 1: Wir haben (§. 75) das System der reducirten 
Formen für die Determinante D = 13 aufgestellt; nehmen wir 
z.B. für qpo die Form (3, 1, — 4), so erhalten wir folgende Periode 
von zehn Formen 





= (3, 1, 


— 4); g>, 




4, 3, 1); 


9» 


= 0,3, 


— 4 ) ; <p* 




4, 1, 3); 


<*>4 


= (3, 2, 


-3); <p 5 




3, 1,4); 




= (4, 3, 


— 1); <Pi 




1, 3, 4); 




= (4, 1, 


— 3); qp 9 




3, 2, 3). 



Diese Rechnung geschieht am einfachsten auf folgende Art; 
um aus der reducirten Form (a, b, a') die ihr nach rechts be- 
nachbarte reducirte Form (V, b\ a") zu finden, braucht man nur 
ihren mittlem Coefficienten b' zu suchen, welcher durch die Con- 
gruenz b' = — b (mod. a') und die Nebenbedingungen 

X 4- 1 - (o') ^ b' ^ A 

stets vollständig bestimmt ist und durch den blossen Anblick der 
Formen sogleich erkannt wird. In unserm Fall ist X = 3; man 
findet daher den mittlem Coefficienten b' der Form <p x durch die 
Bedingungen 

b' = — 1 (mod. 4), 0^5'^ 3, 
s nämlich b' = 3. Und nachdem so b' gefunden ist, ergiebt sich 

a _ — p— , 
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also in unserm Fall a" = 1. In derselben Weise ist fortzu- 
fahren, bis die erste Form <p 0 sich reproducirt; in unserm Bei- 
spiel wird der mittlere Coefficient von <pio dadurch bestimmt, dass 
er ~ — 2 (mod. 3) sein, und ausserdem nicht ausserhalb der 
Grenzen 1 und 3 liegen muss, woraus folgt, dass er = 1 ist; also 
wird (p lQ identisch mit <p Q . 

Die so gefundenen zehn ursprünglichen Formen der ersten 
Art erschöpfen aber noch nicht alle reducirten Formen der Deter- 
minante 13; es bleiben noch zwei ursprüngliche Formen der zwei- 
ten Art übrig 

= (2,3,-2), *, =(-2,3,2) 
welche offenbar noch eino zweite Periode bilden. 

Beispiel 2: Für D=19 erhalten wir folgende zwei Perioden, 
jede von sechs Gliedern: 



und 



9o 


— (3, 1j , 


-5); 


<Pi 




5, 3, 2) 




= (2, 3, 


— 5); 






5, 2, 3) 


94 


= (3, 4, 


-i); 






l, 4, 3) 


?J>0 


- (5, 2, 


-3); 


*1 




3,4, 1) 




= 0, 4, 


-3); 


^3 




3, 2, 5) 


*4 


= (5, 3, 


-2); 


^6 




2, 3, 5). 



Beispiel 3: Für D = 35 erhält man folgende vier Perioden, 
jede von zwei Gliedern: 

<jp„ = ( 1,5, —10), 9i=(— 10, 5, 1) 

= (10, 5, — 1), *,=(— 1,5,10) 

* 0 = ( 2, 5, - 5), Zl = (- 5, 5, 2) 

öo = ( 5, 5, - 2), ö, = (- 2, 5, 5). 

Beispiel 4: Die 32 reducirten Formen der Determinante 
2) = 79 zerfallen in vier Perioden von je sechs Gliedern und 
zwei Perioden von je vier Gliedern; eine der sechsgliedrigen Pe- 
rioden ist folgende: 

<p 0 = (7, 3, - 10); <p x = (- 10, 7, 3) 
<p 3 = (3, 8, — 5); <p 3 = (— 5,7, 6) 
<p 4 = (6, 5, - 9); 95 = (- 9,4,7); 
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aus ihr cutstehen die drei andern durch Vertauschung der äussern 
Coefficienten (womit die Vertauschung von rechts und links in der 
Folge der Glieder verbunden ist), ferner durch Verwandlung der 
Vorzeichen der äussern Coefficienten in die entgegengesetzten. 
Eine der beiden viergliedrigen Perioden ist 

4> 0 =(1,8,-15); * l = (-15,7,2) 
4>, = (2, 7, -15); t/, 3 = (-15, 8, 1); 

aus ihr entsteht die andere durch die Zeicheuänderung der. äus- 
sern Coefficienten. 



§. 79. 

Die vorhergelienden Untersuchungen über die Perioden der 
reducirten Formen von positiver Determinante stehen in der eng- 
sten Beziehung zu der Entwicklung der Wurzeln dieser Formen in 
Kettenbrüche. Nehmen wir für die Anfangsform (p 0 einer Pe- 
riode immer eine solche, deren erster Coefficient positiv ist, so ist 
auch ihre erste Wurzel <a 0 positiv. Wir bezeichnen mit o die 

erste Wurzel der Form q> , mit 8 den vierten Coefficienten der 

f* fj, 

Substitution ^ j' ^~ durch welche <p u in die nach rechts be- 
nachbarte Form <P^ + 1 übergeht, und endlich mit den absolu- 
ten Werth von d^. Da (nach §. 77) der Coefficient ö ^ seinem 
Zeichen nach mit a übereinstimmt, und dem absoluten Werth 
nach die grösste in dem absoluten Werth von a enthaltene ganze 
Zahl ist, und da die Wurzeln « 0 , w 3 . . . abwechselnd positiv 
und negativ sind, so ist ( — 1)'" a stets positiv, und folglich 

zwischen den successiven Wurzeln w^, + • • bestehen aber fol- 
gende Relationen (§. 77): 

* 1 Ä 1 



U+l r i/ + 2 

multiplicirt mau diese Gleichungen der Reihe nach mit + 1, f 1 
u. s. w. der Art, dass die linke Seite stets positiv wird, so er- 
hält man 
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und hieraus ergiebt sich für den positiven irrationalen unechten 
Bruch ( — l)P ß> folgender Kettenbruch: 

den wir kürzer durch 

*> + p *> + 2 • • •) 

bezeichnen wollen. Offenbar ist dieser Kettenbruch periodisch; 
denn besteht die Periode der reducirten Formen q> aus 2n Glie- 
dern, so ist Ö , „ = ö „ und also auch k- , n = k ; es wieder- 

holt sich daher die Reihe der Zahlen k immer nach höchstens 
2 n Gliedern von Neuem. 

Beispiel 1: Nehmen wir D = 13, so haben wir, um die 
erste Wurzel o 0 der Form <p 0 = (3, 1, — 4) in einen Kettenbruch 
zu entwickeln, ihre Periode aufzustellen (§. 78): 





= (3,1, 


-4); 






4, 3, 1) 


9>2 


= (1, 3, 


-4); 






4, 1, 3) 


9>4 


= (3, 2, 


-3); 


<*>5 


= (- 


3, 1,4) 




= (4, 3, 


-i); 




= (- 


1,3,4) 


<Ps 


= (4, 1, 


-3); 


9s 


= (- 


3, 2, 3) 



und hieraus durch die Formel 6 = — die successiven 

■* a 

Werthe der Substitutionscoefficienten d abzuleiten : 
«o = + i, a, = — 6, * 2 = 4- 1, tf 3 = — 1, ö 4 = + 1, 
= - 1, d 6 = -f 6, Ö\ = - 1, <5 8 = 4- 1, d 9 = - 1; 
daraus ergeben sich die absoluten Werthe 

k$ = 1, ki = 6, ki = 1, kz = 1, &4 = 1, 
ß 5 = 1, k 6 = 6, fc 7 = 1, A\ u = 1, Ä' 9 = 1. 

Hier zeigt sich die eigentümliche Erscheinung , dass die Periode 
des Kettenbruchs nur aus fünf Gliedern besteht, während die Pe- 
riode der Formen doppelt so viele Glieder enthält; wir werden 
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später darauf zurückkommen. Die gesuchte Kettenbruch-Entwick- 
lung ergiebt sich hieraus als die folgende: 

i -M/13 ^ ß j { v ^ ^ ^ i X , } 

Ebenso liefern die beiden andern reducirten Formen derselben 
Determinante B = 13, nämlich 

, = (2, 3,-2), 9i=(-2, 3, 2) 



folgende Werthe 
also 

und folglich 



d 0 = + 3, ö, =-3, 
Icq =^ 3, A/j — 3 



■ ^ — (3; 3; . . .); 



auch hier ist die Periode des Kettenbruchs nur halb so gross wie 
die der reducirten Formen. 

Beispiel 2 : Für D = 19 giebt die sechsgliedrige Formen- 
periode 

<p 0 = (3, 2, — 5); <p l = (— 5, 3, 2) 
g> 2 = (2, 3, —5); <p 3 = (—5, 2, 3) 
9 4 = (3, 4, — 1); (fs = (— 1,4, 3) 

die Zahlen 

<5 0 = + 1, d 1= -3, <5 2 = + M 8 = -2, d 4 = + 8, ä 6 = -2; 
&o = l, Äj=3, fc 3 = l, * 3 = 2, fc 4 = 8, Ä 6 = 2; 
also 

2 4- VTÖ 

5 =(1*3,1,2,8, 2;...) 

Beispiel 3 : Für i> = 79 giebt die sechsgliedrige Periode 

qp, = (7,3,-10); g>, =(-10,7,3) 

<jp 3 = (3, 8, - 5); 93 = (— 5, 7, 6) 

<jp 4 = (6, 5, - 9); v b (— 9, 4, 7) 

die Zahlen 
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ö 0 = + 1,*, =-5, d f = + 3, Ä 3 =-2, d 4 = + 1, Ä 5 = — 1; 
fc 0 =l 1 = 5, fc 2 = 3, & 3 = 2, Ä* 4 = l, fc 5 = l; 

also entsteht die Entwicklung 

— (1 » 5, 3, 2, l , 1 ; . . .). 

Ebenso liefert die viergliedrige Periode 

<3Po = (1, 8, — 15); 9, =(—15, 7, 2) ' 
9>, = (2, 7, — 15); <p 3 = (— 15, 8, 1) 

die Zahlen 

d Q = + 1, *i = — 7, 8 t = + 1, = - 16; 
Ä 0 = 1, = 7, fr 2 = 1, = 16, 
also den Kettenbruch 

8 -f- Vl9 



15 



= (1,7,1,16;...). 



Zu gleicher Zeit findet man natürlich auch die Entwicklung der 
Wurzeln der drei andern Formen 

ö = ~~ ( 7 > !i 1C > !j • • •) 



2 

7 + V79 
15 



= (1,16,1,7;...) 



- 8 -± I ^?=-(16, 1,7,1;...) 
durch einfache Verschiebung der Periode *). 

*) Die Form (1, 0, — D) ist der reducirten Form ?> 0 = (1, A, A a — D) 
äquivalent; die letzte Form der entsprechenden Periode ist offenbar g>m-\ 
= (A a — D, A, 1), und hieraus folgt eine Entwicklung von der Form : 



= (k 0 ... k n ~ 2, kn—ij kn—-2-.- k 0 , 2A; ...). 



Vd-a 

und 

VZ) = (A; & 0 .-- ftn-2, An— 2... & 0 , 2A;...). 

Ist ferner D = 1 (mod. 4), und V die grösste ungerade Zahl unterhalb 
VD, so ist die Form (2,1, % (1 — D)) der reducirten Form (2, A', y 2 (A'3_D)) 
äquivalent, und da die letzte Form der entsprechenden Periode nothwendig 
(V 2 (A' 2 -D), A', 2) ist, so ergiebt sich eine ganz ähnliche Entwicklung für 

V 2 (Vz>-i). 
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§. 80. 

Es bleibt nun noch die schwierigste Frage zu beantworten 
übrig, nämlich die, ob zwei reducirte Formen derselben Deter- 
minante, welche verschiedenen Perioden angehören, äquivalent 
sein können oder nicht. Dazu müssen wir eine Digression über 
die Theorie der Kettenbrüche machen, in welcher wir einige we- 
niger bekannte Sätze über dieselben beweisen wollen. 

Ein Kettenbruch (a, b, c, d - . .), dessen sämmtliche Ele- 
mente a, b, c, d . . . positive ganze Zahlen sind (mit Ausnahme 
des ersten a, für welches auch der Werth Null gestattet ist), soll 
im Folgenden ein regelmässiger heissen; der Werth eines solchen, 
endlichen oder unendlichen Kettenbruchs ist bekanntlich stets 
positiv, und umgekehrt ist bekannt, dass jeder positive Werth 
stets und nur auf eine einzige Weise in einen regelmässigen Ket- 
tenbruch verwandelt werden kann. Sehr wichtig für unsere 
Zwecke ist nun die Umwandlung eines unregelmässigen unendlichen 
Kettenbruchs 

(a, ß y y . . . fi, v, j), r . . . w, v . . 

dessen Elemente ganze Zahlen und zwar von einem bestimmten 
p ah sämmtlich positive ganze Zahlen sind, in einen regelmässi- 
gen. Es wird sich zeigen, dass bei dieser Umwandlung alle Ele- 
mente w, v ... von einem bestimmten, in endlicher Entfernung lie- 
genden, Element u ab unverändert bleiben, und dass die Differenz 
zwischen der Anzahl der geänderten und der Anzahl der sie er- 
setzenden Elemente eine gerade oder ungerade Zahl ist, je nach- 
dem der Werth des ganzen Kettenbruchs positiv oder negativ ist. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, es sei v das letzte nicht 
positive Element des Kettonbruchs, und wir setzen ausserdem 
zunächst voraus, dass v nicht das erste Element des ganzen Ket- 
tenbruchs ist. Wir suchen nun die Unregelmässigkeit des Ketten- 
bruchs von dieser äussersten Stelle v zu entfernen und um min- 
destens eine Stelle weiter nach links zu drängen. 

Hierzu brauchen wir offenbar nur den unendlichen Ketten- 
bruch (p>, v, p, q . . .) zu betrachten, den wir auch in endlicher 
Form 0*, v, p') oder (p, v, p, q') oder (p, v, p, q, r') u. s. w. 
schreiben können, wenn wir die unendlichen regelmässigen Ket- 
tenbrüche 
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£1 *"? s . . .), r, s . . .)> ( r i ^ . • •) u. 8. w. 

zur Abkürzung mit p\ q', r' u. 8. w. bezeichnen. Wir haben nun 
folgende Fälle zu unterscheiden. 

1) Ist v = 0, so ist 

(p, 0, p') = f* + Up = f i+p' = t i+p + l f 

0 + — ^ 

oder also 

(p, 0,^, = (n + p, q')\ 

es ist also die Unregelmässigkeit von der Stelle v = 0 um min- 
destens eine Stelle nach links gedrängt, und zugleich ist an Stelle 
der abgeänderten drei Elemente 0, p das einzige Element p +p 
getreten. 

2) Ist v negativ = — n, und n > 1, so erhält man mit Be- 
nutzung der Identität 

(y^h)=g- l - = y -\ + !__ =(ör _ 1) 1, Ä — 1) 

folgende successive Umformung: 

= — n + -L) = ^ — 1, 1, n — 1 — 

= (f*- 1, 1, n — 1, 
und hieraus durch nochmalige Anwendung derselben Identität: 

(f*, -w, g') = 0* - 1, 1, n — 2, 1, y — 1) 

= (p - 1, 1, n — 2, 1, p - l, a '). 

An Stelle der drei abgeänderten Elemente ft, — w, p sind die 
fünf Elemente fi — 1, 1, n — 2, 1, j> — 1 getreten, und von die- 
sen ist höchstens das erste negativ. Sollte ferner n — 2 oder 
p — 1, oder sollten beide Zahlen = 0 sein, so wird man durch 
einmalige oder zweimalige Anwendung der unter 1) aufgestellten 
Regel alle Elemente, mit Ausnahme des ersten, in positive ver- 
wandeln; auch dann wird der Unterschied zwischen der Anzahl 
der abgeänderten und der Anzahl der dieselben ersetzenden Ele- 
mente eine gerade Zahl bleiben, und die Unregelmässigkeit ist 
mindestens um eine Stelle nach links verschoben. 
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3) Ist v = — 1 , so ist die eben angegebene Regel nicht an- 
wendbar ; wenn gleichzeitig p ^> 1 , so findet man 

G*,-i,i>') = p + !_ = ft _2 4- r— 



!>' — 2 
also auch 

(ft, — 1,1», q') = (ti - 2, l,p — 2, gO; 

sollte p = 2 sein, so hat man wieder nach der unter 1) aufgestell- 
ten Regel zu verfahren. Ist aber p = 1, so hilft diese Formel 
Nichts; dann ist aber 

0, —1, 1, = 4- 1 - — p _ 1 - q ' 

- 1 + r 

und folglich 

0*, —1, 1, q, r, s') = (ft — 2 — 3, 1, r - 1, s'); 
und sollte r = 1 sein, so würde man wie in 1) verfahren. 

Auf diese Weise ist in allen Fällen ohne Ausnahme die Un- 
regelmässigkeit des Kettenbruchs von der Stelle v um mindestens 
eine Stelle weiter nach links gedrängt, und zugleich ist der Unter- 
schied zwischen der Anzahl der abgeänderten und der Anzahl der 
sie ersetzenden Elemente jedes Mal eine gerade Zahl. Durch 
successive Anwendung desselben Verfahrens wird man daher den 
ursprünglich gegebenen Kettenbruch 

(«, /3, y . . . (i, v, p, q, r . . . t, «, v . . .) 

in einen andern 

(a', 6, c . . . k, i, w, v . . .) 

umformen können , in welchem alle auf das erste folgenden Ele- 
mente c . . . positive ganze Zahlen sind, welche von einer in 
endlicher Entfernung liegenden Stelle u an mit den Elementen des 
gegebenen Kettenbruchs übereinstimmen ; und zwar wird der Un- 
terschied zwischen der Anzahl der abgeänderten Elemente 

«, 0i V • • • V>, v, p, g, r . . . t 

und der Anzahl der sie ersetzenden Elemente 

D Irl chic t, Zahlontheorle. 14 
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a', b, c . . . k, l 

eine gerade Zahl sein, weil dasselbe bei jedem einzelnen Act der 
gesammten Umformung Statt findet. 

Ist nun a' positiv oder = 0, so ist die Umformung vollendet 
und der Werth des Kettenbruchs ist positiv; ist dagegen a' nega- 
tiv = — a, so ist der Kettenbruch negativ, und zwar 

= — (a — 1, 1, b — 1, c . . .) 

oder, wenn b = 1 sein sollte, 

= — (a — 1, c -|- 1, d . . .). 

Bei diesem letzten Act ist die Anzahl der abgeänderten Elemente 
um eine Einheit kleiner oder grösser als die Anzahl der sie er- 
setzenden Elemente; und hiermit ist der letzte Punct unserer 
obigen Behauptung nachgewiesen. 



§. 81. 

Wir bedürfen zweitens für die Untersuchung der Aequivalenz 
zweier Formen noch des folgenden Satzes: 

Sind a , ß , y , 6 vier ganze Zahlen, rcelche der Bedingung 

aö — ßy = 1 

genügen, und deren erste a von Null verschieden ist; findet ferner 
zwischen zwei Grössen a und & die Relation 

y + ÖSl 
a -f ßSl 

Statt; so kann man stets 

o = (A, m, n . . . r, 6, H) 

setzen, wo die Anzahl der positiven ganzen Zahlen m, n . . . r eine 
gerade ist, A und ö aber auch Null oder negative ganze Zahlen sein 
können. 

Um diesen Satz zu beweisen, können wir, ohne die Allgemein- 
heit zu beeinträchtigen, annehmen, dass die von Null verschiedene 
ganze Zahl a positiv ist; denn sollte a negativ sein, so verwan- 
dele man die Zeichen aller vier Zahlen a, ß, y, d in dieentgegen- 
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gesetzten, so bleibt die zwischen ihnen, und ebenso die zwischen 
ö und Sl bestehende Relation ungeändert. Ist nun zunächst a = l, 
also d = ßy -f 1, so ist unmittelbar 

also ist in diesem Fall unser Satz richtig. Ist aber a > 1, so 

entwickle man den Bruch — in den Kettenbruch (A, m, n . . . r), 

dessen Elemente sämmtlich positive ganze Zahlen sind, mit Aus- 
nahme des ersten A, welches positiv, Null oder negativ sein wird, 
je nachdem y positiv und grösser als a, oder positiv und kleiner 
als a, oder endlich negativ ist. 

Wir können ferner voraussetzen, dass die Anzahl der posi- 
tiven Elemente m, n . . . r gerade ist; denn da bei der gewöhn- 
lichen Methode, einen Bruch in einen Kettenbruch zu verwan- 
dt 

dein, das letzte Element r mindestens = 2 ist, so könnte man ? 
wenn die Anzahl der Elemente m, n . . . r ungerade sein 
sollte , das letzte Element r in den Kettenbruch r — 1 + i ver " 
wandeln und also statt des obigen Kettenbruchs den folgenden 
(A, wt, w... r — 1, 1) nehmen, in welchem die Anzahl der positiven 
Elemente w, n . . . r — 1 , 1 nun gerade ist. Bildet man nun 
nach der früher (§. 23) angegebenen Methode die sogenannten 
Näherungsbrüche, 

[A] [A, m] [A. m, n] [A, m, n. . . g, r] 
T' [w] ' [«*, n] [»», «... q, r] 1 

so erkennt man leicht, dass ihre Nenner sämmtlich positiv sind. 
Damals haben wir auch bewiesen, dass diese Brüche irreductibel 
sind, und da der letzte der obigen Brüche dem in Folge der Re- 
lation ad — ßy = 1 ebenfalls irreductibeln Bruche —gleichend 

et 

a positiv ist, so muss 

a = [», n . . . q, r], y = [A, m t n . . . g, r] 

sein, weil ein Bruch nur auf eine einzige Weise in die irreductibele 
Form mit positivem Nenner gebracht werden kann. Da ferner die 
Anzahl der Elemente A, m, » . . . g, r ungerade ist, so folgt aus 

n* 
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der damals aufgestellten Formel [§. 23, (9)], dass 

[tn, n . . . q\ [A, m, » . . . g, r] — [ro, n . . . r] [A, w, n . . . q] = — 1 

oder also 

a [A , w, n . . . q] — [m, n . . . q] y = 1 

ist; vergleicht man dies mit der Relation ad — ßy = 1, so er- 
giebt sich (ähnlich wie im §. 59), dass man 



d. h. 



s = 


[A, m, n . 


• • g] 4- y* 


ß = 


[m, n 


. q] -f aö 


s = 


[A, Wl, W . . 


• q, r, ö] 




[fw, n . . 


. q, r, <J] 


s 

ß - 


(A, *w, n . 


. . q, r, ö) 



setzen kann. Nach demselben Bildungsgesetz ist nun 

y -f- ö& = [A, w, w . . . r, ö, Sl] 
a -\- ßSl = [m, n . . . r, ö, &] 

und folglich, wie zu beweisen war, 

<o = (A, m, ?i . . . r, 0, £1). 



§• 82. 

Nachdem auch dieser zweite Punct aus der Theorie der Ket- 
tenbrüche behandelt ist, schreiten wir zur definitiven Entschei- 
dung der Frage, ob zwei verschiedene Perioden von reducirten 
Formen einer positiven Determinante äquivalente Formen enthal- 
ten können. Es seien daher (a, b, c) und (A, jft, 0) zwei redu- 
cirte (eigentlich) äquivalente Formen; da alle Formen einer und 
derselben Periode einander stets äquivalent sind, so können wir 
annehmen, dass die ersten Coefficienten a, A und folglich auch 
die ersten Wurzeln dieser beiden Formen positiv sind, weil im 
entgegengesetzten Fall die unmittelbar benachbarten Formen diese 
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Eigenschaft besitzen würden. Bezeichnen wir (a, 6, c) mit <p 0 
und (A, JB y C) mit<2>oi und bilden wir für jede dieser beiden For- 
men (nach §. 78) die sie enthaltende Periode, so erhalten wir da- 
durch für die ersten Wurzeln <o 0 , &o dieser beiden Formen die 
regelmässigen Kettenbrüche 

= (Ä"o, &ii ki • • •)> 
^o= (-Äni K\-> K, . . .). 

Ist nun eine Substitution, durch welche <p 0 in 0 O übergeht, 

so besteht zwischen den ersten Wurzeln » 0 , £l 0 die Relation 

y + SSI, 
^ ~ a + ßO, 

und ausserdem ist 

ad — ßy = 1. 

Da ferner « nicht = 0 sein kann, weil sonst A = c, also ^4 ne- 
gativ wäre, so kann man nach dem so eben bewiesenen Satze 

co 0 = (A, m, n . . . r, o", Sl 0 ) 

und also auch 

o 0 = (A, »t, « . . . r, <J, üTj, . • •) 

setzen, und in diesem unendlichen Kettenbruch, welcher wenigstens 
von der Stelle K 0 ab keine Unregelmässigkeit enthält, ist die An- 
zahl der Elemente A, tu, n . . . r, ö eine gerade = 2 g. Ist ö po- 
sitiv, so ist, da ci 0 > 1 ist, auch A positiv, also der Bruch regel- 
mässig. Ist aber ö = 0 oder negativ, so forme man den Ketten- 
bruch nach den obigen Hegeln (§. 80) in einen regelmässigen um; 
nimmt man p hinreichend gross, so werden die Elemente 
K . ^ + • • bei dieser Umformung ungeändert bleiben, und die 
Anzahl v der Elemente, welche an die Stelle der vorhergehenden 
(2 g -f f*) Elemente 

A, wt, n . . . **, ö, Kq . . . K 

treten, wird = ft (mod. 2) sein (nach §. 80), da der Werth des 
ganzen Kettenbruchs positiv ist. Da nun a 0 nur auf eine einzige 
Weise als ein regelmässiger Kettenbruch dargestellt werden kann, 
so müssen die Zahlen 
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resp. mit den Zahlen 




k 



y + 2 



. . . . 



identisch sein. Ist daher \i -f- h ein Multiplum von der Anzahl der 
Formen, welche die Periode der Form <Z> 0 bilden, und also eine 
gerade Zahl , so ist auch v -f h eine gerade Zahl =2m, und 
die Zahlen 



und da durch ihre erste Wurzel auch stets die Form vollständig 
charakterisirt ist, so schliessen wir hieraus, dass die Form & 0 mit 
der Form <p 2fÄ identisch sein muss, dass also # 0 sich in der aus 
(p 0 entwickelten Periode befinden muss. Wir haben so folgenden 
Hauptsatz gewonnen: 

Zwei äquivalente reducirte Formen von positiver Determinante 
gehören einer und derselben Periode an; zwei reducirte Formen 
können nicht äquivalent sein, wenn sie verschiedenen Perioden ange- 
hören. 

Mit Hülfe dieses Satzes ergiebt sich nun eine Methode, um 
zu prüfen , ob zwei gegebene Formen von gleicher positiver De- 
terminante äquivalent sind oder nicht Man suche (nach §. 76) 
zu jeder der beiden Formen eine ihr äquivalente reducirte Form; 
je nachdem die so gefundenen reducirten Formen derselben oder 
verschiedenen Perioden angehören, sind die gegebenen Formen 
äquivalent, oder nicht äquivalent. Im erstem Fall ergiebt sich 
offenbar zugleich eine Substitution, durch welche die eine Form 
in die andere übergeht. 

Beispiel: Die beiden gegebenen Formen seien (713, 60, 5) 
und (62, 95, 145), welche dieselbe Determinante D = 35 haben. 
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Die erste geht durch die Substitution i ' ^ in die redu- 
cirte Form (5, 5, — 2), die zweite durch die Substitution 
^2 i*?) * n reducirte Form (—2, 5, 5) über. Diese beiden 
reducirten Formen gehören aber derselben zweigliedrigen Periode 

(5,5,-2), (-2,5,5) 

an, und zwar geht die erstere durch die Substitution (_ 

in die letztere über. Mithin sind die beiden gegebenen Formen 

(713, 60, 5) und (62, 95, 145) äquivalent, und da ~ ™) 

die inverse Substitution von ^~ j* 1 jl 1 ^ ist, so geht die erstere 
dieser beiden Formen durch die Substitution 

/ 0, + 1\ / 0, 1\ /-7, - 10\ _ /- 3, - 5\ 
^l,-13A-l,5;\-2, - 3) - V+ 41, + 68; 

in die letztere über. 



§. 83. 

Durch unsere letzten Untersuchungen ist das erste der bei- 
den in §. 59 aufgestellten Hauptprobleme auch für Formen von 
positiver Determinante gelöst; das zweite haben wir, indem wir 
uns auf ursprüngliche Formen beschränkten, in §.61 auf die Auf- 
lösung der unbestimmten Gleichung 

t 2 — Z>u» = ö- 

zurückgeführt, und es bleibt daher, um in der Theorie der Formen 
von positiver Determinante zu demselben Abschluss zu kommen, 
wie früher für negative Determinanten, nur noch übrig, diese 
Gleichung für jeden positiven (nicht quadratischen) Werth der 
Determinante D vollständig aufzulösen. Fermat hat diese Glei- 
chung den Mathematikern zuerst vorgelegt, worauf ihre Lösung 
von dem Engländer Pell angegeben wurde; allein obwohl seine 
Methode die Lösung in jedem Fall wirklich giebt, so lag doch in 
ihr nicht der Nachweis, dass sie immer zum Ziele führen muss 
und dass die Gleichung ausser der evidenten Auflösung t = +; 0, 
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u = 0 noch andere Auflösungen besitzt. Diese Lücke ist erst 
von Lagrange ausgefüllt, und hierin besteht wohl eine der bedeu- 
tendsten Leistungen des grossen Mathematikers auf dem Gebiete 
der Zahlentheorie, da die von ihm zu diesem Zweck eingeführten 
Principien in hohem Grade der Verallgemeinerung fähig und 
deshalb auch auf ähnliche höhere Probleme anwendbar sind *). 

Wir schlagen hier einen ganz andern Weg ein, der sich den 
zunächst vorangehenden Untersuchungen unmittelbar anschliesst. 
Der Zusammenhang zwischen der obigen unbestimmten Gleichung 
und dem zweiten Hauptproblem in der Theorie der Aequivalenz 
war folgender. Ist (a, 6, c) eine ursprüngliche Form der öten 

Art von der Determinante D, und ist Qj' ^ irgend eine eigent- 
liche Substitution , durch welche (a, b, c) in sich selbst übergeht 
so ist stets 

t — bu a cu au « t + bu 

wo t y u zwei der Gleichung 

«« — Du* = 0» 

genügende ganze Zahlen bedeuten; und umgekehrt, jeder Auf- 
lösung u der unbestimmten Gleichung entspricht durch die 

vorstehenden Formeln eine Substitution durch welche die 

Form (a, 6, c) in sich selbst übergeht. Wir haben nun durch die 
letzten Untersuchungen , wie sich gleich zeigen wird, ein Mittel 

gewonnen, alle Transformationen ^ einer reducirten Form 

von positiver Determinante D in sich selbst direct zu finden, und 
folglich können wir hieraus auch alle Auflösungen u der unbe- 
stimmten Gleichung ableiten. Wir schicken der Ausführung dieser 
Untersuchung noch eine Bemerkung über die Perioden der redu- 
cirten Formen voraus. 

Wir wissen, dass die Reihe der positiven Zahlen Ä, welche 
die Elemente des Kettenbruchs bilden, in den die erste Wurzel 



*) Siehe die Supplemente VIII. 
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©o einer reducirten Form <p 0 entwickelt wird, eine gerade Anzahl 
von Gliedern 

enthält, nach welchen dieselben Glieder periodisch wiederkehren ; 
und zwar ist diese Anzahl 2n die der reducirten Formen, welche 
mit <p 0 in einer Periode enthalten sind. Wir haben aber oben 
(§. 79) an einzelnen Beispielen gesehen, dass die Zahlen ä; aus 
kleinern Perioden bestehen können; wir fanden z. ß. aus der 
zehngliedrigen Formenperiode der Determinante D = 13 folgende 
Zahlen : 

«0 = 4-1, <5, — 6, <S a = 4- 1, Ö 3 = - 1, <? 4 = 4- 1; 
# 5 = — tf« = + 6i 8 7 = — 1, <y 8 = 4-l, Ö 9 = — 1; 

und also 

Ä*o = l, Ä-i = 6, i 2 - 1, & 3 = 1, k 4 = 1; 

und hierauf wiederholt sich schon dieselbe Reihe 

Ä* 5 = l, fc 6 = 6, Ar 7 = 1, ^8 = 1, A; 9 = 1. 

Es ist nun wichtig zu untersuchen, wann dies eintreten kann. 
Es sei daher 2w die Gliederanzahl der Formenperiode und m die 
Gliederanzahl irgend einer Periode in der Reihe der Zahlen k. 
Dann ist, indem wir die frühem Bezeichnungen für die Formen 
und ihre ersten Wurzeln beibehalten, wenn m gerade ist, 

6>m = (&»/•! k m + 1 . . . ) = (k 0 , &i • • •) 

und folglich ö ot = ca 0 , und also auch qp TO identisch mit qp 0 und 
daher nothwendig m ein Multiplum von 2«; es existirt also jeden- 
falls keine kleinere Periode von gerader GHederanzahl als die 
der ganzen Formenperiode entsprechende. Ist dagegen m un- 
gerade, so ist 2m ebenfalls die Gliederanzahl einer Periode in der 
Reihe der Zahlen A\ und folglich ist nach dem eben Bewiesenen 2 m 
ein Multiplum von 2«, also m mindestens =n; der Fall, dass die 
Periode der Zahlen k kürzer ist als die aus 2n Gliedern be- 
stehende Periode der Formen, kann also nurdann eintreten, wenn 
n eine ungerade Zahl ist, indem dann, wie wir ja auch an dem obi- 
gen Beispiel sehen, die Periode der Zahlen k aus n Gliedern be- 
stehenkann; es ist dann ö„=-o 0 , und also c» = — c 0 , b n = b^ 
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a n = — a. Doch muss man sich hüten zu glauben, dass diese 
Erscheinung jedesmal wirklich eintreten muss, wenn n ungerade 
ist; denn wir haben nur gezeigt, dass sie in diesem Fall allein 
eintreten kann. Für D = 19 z. B. sind die beiden Formenperio- 
den sechsgliedrig (§. 79) , also ist n — 3 ; aber die Perioden der 
Zahlen k sind nicht dreigliedrig, sondern sechsgliedrig. 

Um nun die unbestimmte Gleichung fr* — Du* = 6* zu lösen, 
in welcher D eine beliebige nicht quadratische positive Zahl, und 
6=1 oder (wenn D = 1 (mod. 4) ist) auch = 2 sein kann, neh- 
men wir eine beliebige ursprüngliche reducirte Form (a, 6, c) der 
Determinante D und von der öten Art. Dass eine solche stets 
existirt, leuchtet daraus ein, dass in allen Fällen die Form 
(1, 0, — B) ursprünglich und von der ersten Art, und im Fall 
D = l (mod. 4) die Form (2, 1, — \{D — 1)) ursprünglich und von 
der zweiten Art ist; sucht man nun zu diesen beiden Formen die 
ihnen äquivalenten reducirten Formen, so sind die letztern not- 
wendig ebenfalls ursprünglich und auch von derselben Art wie 
jene. Wir nehmen ferner, was stets gestattet ist, a positiv, und 
folglich c negativ an ; dann ist die erste Wurzel « dieser Form 
positiv, und folglich 

C = (& 0 ' ki . . . &2An-2i kikn-l, ö)i 

wo 2n die Gliederanzahl der Formenperiode, und h eine beliebige 
positive ganze Zahl ist. Setzt man nun 

~~ = (^0 • ki . . . k<2hn — i)\ — (&0i ki . . . kvhn — l) 

a p 
d. h. (nach §. 23) 

a =[&,.. . & 2A n_ 2 ], ß = [ki . . . fr 2A „_2, fc 2 *n-l]> 
V = V l 'o, kl . . . fc-2A«-J, # ~ [&<m ki . . . l'ihn — it %3A* — l]t 

so ist nach den schon öfter benutzten Sätzen ad — ßy = 1 und 

a + ß(ü = [ki . . . & 2 A»-2, &2A»-1« &] 

y -f ÖCD = [& 0 , ki . • • k 2hn -i, ksHn-x, G)] 

und folglich 

y -f d© . , , , 

a _|_ = (äq, Ki . . . a; 2Aw _ 2 , K^hn—ii = o. 



Digitized by Google 



Quadratische Formen. 210 

Durch die Substitution ^ geht nun die Form (a, b, c) in eine 

äquivalente Form über, deren erste Wurzel o' mit o in der Be- 
ziehung 

y -f- dm' 

a ~ — To i 
a -|- ßco 

steht, woraus unmittelbar folgt, dass <x>'=a ist; und da eine Form 
durch ihre erste Wurzel vollständig bestimmt ist, so ergiebt sich, 

dass die Form (a, b, c) durch die Substitution f\ in sich selbst 
übergeht. 

Setzt man daher für h der Reihe nach alle positiven ganzen 
Zahlen 1,2,3..., so erhält man durch die Zähler und Nenner 
der Näherungsbrüche vom Range 2h n — 1 und 2hn jedesmal 

eine entsprechende Transformation ^ der Form (a, fc, c) in 

sich selbst (wenn n = 1 ist und h= 1 genommen wird, hat man 
a=l, ß = k 1} y=k 0 > ä = k 0 ki-\-l zu setzen); die vier Coeffi- 
cienten <*, ß, y, 6 sind immer positiv, und da ausserdem mit wach- 
sendem h auch nothwendig die Zähler und Nenner der Näherungs- 
brüche beständig wachsen, so entsprechen zwei verschiedenen 

Werthen von h auch zwei verschiedene Substitutionen ^ • 

Umgekehrt wollen wir nun zeigen, dass man auf diese Weise 
alle die Transformationen ^ der Form (a, &, c) in sich selbst 
erhält, in denen die vier Coefficienten «, 0, y, 8 sämmtlich positiv 
sind. Denn es sei ^ eine solche Substitution, so ist 

ccÖ — ßy — 1 und a = y "t" f a , 

a -\- ßm ' 

also auch 

r 2 -f (« — d) a — y = 0, 



und zwar müssen dieser quadratischen Gleichung beide Wurzeln 
der Gleichung genügen. Da nun die eine zwischen 1 und -f- od, 
die andere zwischen — 1 und 0 liegt, so muss die linke Seite 
dieser Gleichung für n = 1 negativ, für o = — 1 positiv aus- 
fallen; hieraus folgt, dass 
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is^ wo die Ungleichheitszeichen die Gleichheit ausschliessen. Da 

wir beweisen wollen, dass £ und - zwei auf einander folgende 

Näherungsbrüche eines regelmässigen Kettenbruchs (& 0 , ki . . .) 
sind, so haben wir vor allem zu zeigen, dass y ^ a und 8^>y ist, 
dies ergiebt sich in der That aus den vorstehenden Ungleichun- 
gen. Wäre nämlich 8 ^ y, so würde aus der zweiten Unglei- 
chung folgen, dass a <; ß und also auch ad <C ßy sein müsste, 
während doch ad = ßy -\- 1 ist; also ist gewiss d >> y. Wäre 
ferner y<C«i also « = y + (>, wo p eine positive ganze Zahl be- 
deutet, so würde aus der ersten Ungleichheit folgen, dass 8^>ß -f- o, 
also auch 

ad-ßy >(ß + y) g + ^ 

wäre; dies ist aber wieder unmöglich, da die linke Seite = 1, die 
rechte aber mindestens =3 ist, weil ß,y,Q positive ganze Zahlen 
bedeuten ; also ist in der That y ^> «. 

Hieraus folgt nun weiter, dass man 

£ = (7, m . . . g, r) 

setzen kann, wo die Elemente Z, m . . . g, r sämmtlich positiv 
sind, und zwar kann man es so einrichten, dass ihre Anzahl un- 
gerade ist, weil man eventuell wieder r in r — 1 + } auflösen 
kann. Nehmen wir ferner zunächst an, dass a >► 1 ist, so ist auch 
y >> a und y nicht theilbar durch «, und folglich enthält der 
Kettenbruch mindestens drei Elemente. Bilden wir daher den 
unmittelbar vorausgehenden Näherungsbruch 

y = (l, m . q), 

so folgt aus a<p — fy = 1 und a$ — ßy = 1, dass man wieder 
ß = / + a s , Ö = <p -\- ys setzen kann, und hierin wird s eine 
positive ganze Zahl sein. Wäre nämlich s = 0, so wäre Ö = <p, 
und da <jp gewiss <; y ist, so wäre d < y, während doch ö > y 
ist; wäre ferner s negativ, so wäre auch $ negativ, gegen unsere 
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Voraussetzung, dass a, ß, y, 8 positive ganze Zahlen sind. Es 
ist daher 

- = (/, m . . . q, r, s) 
und folglich, ähnlich wie früher, 

° = a + ßn = ß m • • • 0> r > s ' °) i 

wo nun die Anzahl der positiven Elemente Z, m . . . q, r, s gerade 
ist. In dem bisher ausgeschlossenen Fall « — 1 erhält man ein 
ganz ähnliches Resultat, denn dann ist 

Wir erhalten daher für a stets einen regelmässigen unend- 
lichen Kettenbruch 

co = (Z, m . . . q, r, s; 7, m . . .) 

in welchem die Anzahl der Glieder ?, m . . . q, r, s eine gerade ist. 
Da nun ein Werth w nur auf eine einzige Weise in einen regelmäs- 
sigen Kettenbruch entwickelt werden kann, so müssen die Zahlen 
J, m . . . der Reihe nach mit den Zahlen & 0l &, . . . übereinstim- 
men; und da wir uns oben überzeugt haben, dass jede Periode der 
Zahlen fc, deren Gliederanzahl gerade ist, entweder mit der Reihe 
der den sämmtlichen 2 n Formen entsprechenden Zahlen k iden- 
tisch ist oder aus einer mehrmaligen Wiederholung dieser klein- 
sten Periode von gerader Gliederanzahl besteht, so ist also 
r = k 2 hn~7, s = &aA M -i, wo h irgend eine positive ganze Zahl 
bezeichnet, und folglich 

et 

-jj = (&o, k x . . . Ä 2Afl _ 2 , /; 2A »_i) 

was zu beweisen war. 

Nachdem wir gezeigt haben, wie wir alle aus vier positiven 
Coefficienten bestehenden Transformationen der reducirten Form 
(a, b, c) in sich selbst finden können, deren erster Coefficient a 
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positiv ist, braueben wir nur noch einen Blick auf die obigen 
Formeln 

t — bu a cu au . t-\-bu 



zu werfen, um sogleich zu erkennen, dass die hieraus resultiren- 
den Auflösungen u der unbestimmten Gleichung stets aus zwei 
positiven Zahlen t, u bestehen. Denn da der letzte Coefficient 

c der reducirten Form (a,&,c) negativ ist, so folgt, dass m = — — 

c 

positiv ist; da ferner, wie wir gesehen haben, 6 > y und y ^ a, 
also 8 > a ist, so ergiebt sich, dass auch t positiv ist. Das Um- 
gekehrte ist ebenfalls richtig ; sind /, u zwei positive der unbe- 
stimmten Gleichung genügende Zahlen, so besteht die aus den- 
selben abgeleitete Substitution ^ aus vier positiven Zahlen ; 

denn da die Form (a, b, c) reducirt, also b positiv und der An- 
nahme nach a positiv, also c negativ ist, so sind zunächst ß, y, 8 
positiv, endlich ist t* — b 2 u* = tf 2 — act* 2 > 1 und positiv, 
folglich hat t — bu, also auch a, dasselbe Zeichen wie t -f bu, 
nämlich das positive. 



§• 84. 

Wir können daher behaupten, dass alle aus zwei positiven 
Zahlen u bestehenden Auflösungen — und auf diese kommt es 
uns zunächst allein an — durch die Kettenbruchentwicklung der 
Wurzel g> der Form (a, b, c) gefunden werden, und zwar jede nur 
ein einziges Mal. Aus dem Anblick der unbestimmten Gleichung 
t 2 — Du 2 — 6 2 geht aber hervor, dass die zusammengehörigen 
positiven Werthe t, u gleichzeitig wachsen und gleichzeitig ab- 
nehmen; dasselbe folgt auch aus der Natur der Zähler und Nen- 
ner der Näherungsbrüche; u und folglich auch t wird gleichzeitig 
mit y, also auch mit der von uns mit h bezeichneten Zahl wach- 
sen; nehmen wir h = 1, so wird die entsprechende Auflösung, 
die wir mit T, U bezeichnen wollen, aus den kleinsten Zahlen be- 
stehen, d. h. T wird die kleinste aller Zahlen t, und gleichzeitig 
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wird U die kleinste aller Zahlen u sein (die Auflösung t = 6. u 
= 0 gehört natürlich nicht zu den positiven Auflösungen). Diese 
kleinste Auflösung T, U findet man daher sehr leicht durch Ent- 
wicklung einer Periode von reducirten Formen. 

Beispiel 1 : Nimmt man für die Determinante D = 79 die 
reducirte Form (7, 3, — 10), welche natürlich von der ersten Art 
ist, so erhält man (§. 79) 

k 0 = 1, ki = 5, Ä 2 = 3, k :} = 2, A 4 = 1. Z\, = l ; 

die successiven Näherungsbrüche sind folgende: 

j_ 6^ 19 44 63 107. 
1 ' T' 16' 37 1 ö.V 90 ' 

aus den beiden letzten ergiebt sich daher die Substitution 

(53 90\ 
, ' .~_); will man nur die kleinste Auflösung der Gleichung 
bo, 107/ 

t* — Du 3 = <f 2 , so braucht man nur die Nenner der Näherungs- 
brüche bis ß — 90, oder die Zähler derselben bis y = 63 zu bil- 
den , so findet man durch die Formeln ß = — — oder y — — 

Ö Ö 

die kleinste der Zahlen u, nämlich U= 9, und hieraus das zuge- 
hörige T= V(<5 2 + DU*) = 80. Statt dessen findet man auch 
T durch die Formel \6(a-\-ö), wenn man Zähler und Nenner 
der Näherungsbrüche berechnet hat. 

Nimmt man die reducirte Form (1, 8, — 15), so findet man 
folgende Zahlen (§. 79) 

fc 0 = 1, k l = 7, k, = 1, k 3 = 16; 

also die Näherungsbrüche 



j_ 8 9 152 
T' T 1 8" 1 135 ' 



die beiden letzten liefern die Substitution (' j^)' und hieraus 

ergiebt sich wieder U = 9, T = 80, wie vorher. 

Beispiel 2: Es sei D = 13 = 1 (mod. 4); um die kleinste 
Auflösung der Gleichung t 2 — 13m 2 = 4 zu finden, nehmen wir 
die reducirte Form (2, 3, — 2), so ist (§. 79) 
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k 0 = 3, k\ — 3; 

3 10 

die Näherungsbrüche sind also y- und dadurch erhalten wir 
die Substitution Q ^ und hieraus ü = 3, T= 11. 



§. 85. 

Nachdem wir gezeigt haben, wie die kleinste positive Auflö- 
sung (T, U) der unbestimmten Gleichung immer gefunden wer- 
den kann, gehen wir dazu über, alle andern Auflösungen (£, u) auf 
diese eine zurückzuführen. Der Bequemlichkeit halber wollen wir, 
wenn u irgend zwei (positive oder negative) der Gleichung 
t % — Du 4 = ö' j genügendeZahlen sind, und VD stets positivge- 
nommen wird, die Ausdrücke 

t -f uVD t - uVD 

ö 1 6 

die zu dieser Auflösung (t y u) gehörigen Factoren nennen und als 
ersten und zweiten Factor von einander unterscheiden; das Pro- 
duct beider ist stets = 1 ; sie haben daher immer gleiche Zei- 
chen, und zwar das positive oder negative, je nachdem t positiv 
oder negativ ist; haben ferner t und u gleiche Zeichen, so ist der 
erste Factor numerisch grösser als der zweite, folglich ist dann 
der erste numerisch > 1, der zweite numerisch <; 1 ; das Gegen- 
theil findet Statt, wenn t und u entgegengesetzte Zeichen haben ; 
und wenn u = 0 ist, sind beide Factoren = +■ 1. Ist also z. B. 
(£, t*) eine aus zwei positiven Zahlen bestehende Auflösung, so ist 
ihr erster Factor ein positiver unechter, und folglich ihr zweiter 
Factor ein positiver echter Bruch; und dies gilt auch umgekehrt: 
ist der erste Factor ein positiver unechter Bruch, so sind beide 
Zahlen t, u positiv. 

Sind (/',«') und (t",u") irgend zwei identische oder verschie- 
dene Auflösungen, so kann man 

t' 4- u'VD t" 4- u"VD = t 4- uVD 

6 6 6 
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setzen, wo (t, u) wieder eine Auflösung bedeutet Denn entwickelt 
man das Product links und trennt das Rationale vom Irrationalen, 
so findet man 

t= , u = ; 

sollte 0 = 2, also D = 1 (mod. 4) sein, so sind, wie man unmit- 
telbar aus der unbestimmten Gleichung erkennt, die beiden, eine 
Auriösuug bildenden, Zahlen t\ u' entweder beide gerade, oder 
beide ungerade; und da dasselbe von t", u" gilt, so leuchtet ein, 
dass t und u auch in diesem Fall ganze Zahlen sind. Da nun aus 
der obigen Gleichung unmittelbar durch Verwandlung von VD in 
— VD oder auch durcli den blossen Anblick der Ausdrücke für 
t y u die andere Gleichung 

V — u'VD t» — u H VD = t - uVD 

folgt, so ergiebt sich durch Multiplication beider 

t + uVD t — uVD 

ö 6 = 

d. h. t und u bilden in der That eine Auflösung der unbestimmten 
Gleichung. 

Dieser Satz lässt sich ohne Weiteres auf beliebig viele Auf- 
lösungen (*', t*'), (t", u"), (t"\ u'") . . . ausdehnen: setzt man 

t' + u' Vi) t" + u" VD t" f + u"V D t + uVD 

Ö Ö Ö 6 ' 

so wird (J, u) stets wieder eine ganzzahlige Auflösung sein. Be- 
stehen ferner alle jene Auflösungen aus zwei positiven Zahlen, so 
sind alle Factoren linker Hand positive unechte Brüche; dasselbe 
gilt also auch von dem ersten Factor der Auflösung (£, u), und 
folglich sind t, u zwei positive Zahlen. 

Setzen wir alle die einzelnen Auflösungen (£', t*'), {t'\ u") . . . 
identisch mit der kleinsten positiven Auflösung (1\ U), so können 
wir 



setzen, wo n eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, und es 
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wird dann u„) jedesmal eine positive Auflösung werden; zu- 
gleich leuchtet ein, dass mit wachsendem Exponenten n der Werth 
der linker Hand stehenden Potenz eines unechten Bruchs, und 
folglich auch t n + «n VT) beständig wächst, so dass verschiedene 
Werthe von n auch verschiedene Auflösungen (t n , u n ) liefern; und 
da die beiden Zahlen f„, u„ entweder beide gleichzeitig wachsen, 
oder beide gleichzeitig abnehmen, so tritt offenbar das erstere 
oder letztere ein, je nachdem n wächst oder abnimmt. 

Umgekehrt können wir zeigen, dass durch die vorstehende 
Formel in der That jede positive Auflösung (£, w) geliefert wird. 
Denn wäre der erste Factor einer solchen Auflösung keine genaue 
Potenz des ersten Factors der kleinsten Auflösung (T, ?/), so 
müsste er, da beide positive unechte Brüche sind, zwischen zwei 
successiven Potenzen 

+ uVn y und + uy/p y + 1 

des letztern liegen, wo n mindestens = 1 ist, da — ^~ nicht 

ö 

T 4- UVB 

kleiner sein kann als — . Dann wäre also 

<5 

t n + U H VD.t +■ UVD ^ t n + U n VD T + ü V D 

6 < ~ 6 < 6 ' 6 " ; 

multiplicirt man mit dem positiven Factor tn Un und setzt 

ö 

t + uVB t n -u n VD i' + u'VD 

so würde 

folgen; es existirte daher eine positive Auflösung «'), welche 
aus kleineren Zahlen t\ u' bestände, als die kleinste Auflösung 
(T, ü) ; was unmöglich ist. 

Man findet daher alle aus zwei positiven Zahlen bestehenden 
Auflösungen durch die Formeln 
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wenn man der Reihe nach für n alle positiven ganzen Zahlen 
setzt. Da nun ferner 



t n - u„VD _ ( T— üVD \ n _ ( T + UV& 



__ ^ t— uyiy _ 4- uvp y n 

ist, so ergiebt sich, dass durch die Formel 

sämmtliche Auflösungen t„, t/„ gegeben sind, in welchen t n posi- 
tiv ist, wenn man für n alle ganzen positiven und negativen Zah- 
len setzt, indem «_» = — «„, £_ n = t n ist Für n=0 ergiebt 
sich ferner ( 0 = -|- u, «„ = ö. Will man daher alle Auflösun- 
gen t, u ohne Ausnahme in eine Formel zusammendrängen, so 
braucht man nur 

t + uVD (T + üVd 



6 

zu setzen, und hierin jedes der beiden Vorzeichen mit jedem ganz- 
zahligen Exponenten n zu combiniren. Dass auf diese Weise keine 
Auflösung übergangen, und jede nur einmal erzeugt wird, folgt 
unmittelbar daraus, dass unter den vier verschiedenen Auflö- 
sungen 

wenn u nicht = 0 ist, immer eine und nur eine aus zwei positi- 
ven Zahlen besteht. 

Hiermit ist nun das zweite Hauptproblem der Lehre von der 
Aequivalenz auch für ursprüngliche Formen von positiver Deter- 
minante vollständig gelöst. Wir sind durch die vollständige Auf- 
lösung der unbestimmten Gleichung t 2 — Du 2 = ö * in den Stand 
gesetzt, alle Transformationen einer solchen Form in sich selbst, 
und folglich auch alle Transformationen einer Form in eine äqui- 
valente aus einer einzigen gegebenen solchen Transformation zu 
finden (§§. 60, 61). 
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Bestimmung der Anzahl der Classen, in 
welche die binären quadratischen Formen 
von gegebener Determinante zerfallen. 

§. 86. 

Wir schreiten nun, nachdem die elementaren Theile der 
Theorie der quadratischen Formen behandelt sind, zu tieferen 
Untersuchungen, und namentlich zur Bestimmung der Classen- 
anzahl der nicht äquivalenten Formen von einer gegebenen De- 
terminante. Wir beschränken uns dabei auf ursprüngliche For- 
men der ersten oder zweiten Art, ferner, wenn die Determinante 
negativ ist, auf die Formen mit positiven äussern Coefficienten, 
da die Ciassenanzahl der andern Formen offenbar genau ebenso 
gross ist. Unter diesen Beschränkungen denken wir uns ein voll- 
ständiges Formensystem S der tften Art für die Determinante D 
gebildet. Zur Bestimmung der Anzahl der in diesem System S 
enthaltenen Formen führt die Betrachtung und genaue Definition 
aller durch sie darstellbaren Zahlen. Da durch eine Form der 
zweiten Art nur gerade Zahlen dargestellt werden können, so 
bezeichnen wir, um beide Fälle zusammenzufassen, die darstell- 
baren Zahlen allgemein mit 0m, und ausserdem beschränken wir 
uns auf die Betrachtung derjenigen, in welchen m positiv, un- 
gerade und relative Primzahl gegen die Determinante D ist. 
Endlich behalten wir das Wort „Darstellung" vorläufig noch in 
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dem frühern Sinn bei, nach welchem die beiden darstellenden 
Zahlen a, y relative Primzahlen waren (§. 59). 

Um den Charakter dieser Zahlen m genau festzustellen, 
erinnern wir uns, dass die Determinante D quadratischer Rest 
von jeder darstellbaren Zahl <Jm, d. h. dass die Congruenz 



möglich ist 59). Es können daher in der ungeraden Zahl 
nur solche Primzahlen / aufgehen , für welche 



ist. Umgekehrt: enthält m nur solche Primzahlen/, und ist die 
Anzahl der verschiedenen unter ihnen — p (wo der Fall fi = 0 
nicht ausgeschlossen bleibt), so ist D quadratischer Rest von m , 
also auch von 6m. und die obige Congruenz hat genau 2<" incon- 
gruente Wurzeln (§. 37). Ist n ein bestimmter Repräsentant einer 

bestimmten dieser Wurzeln, so ist die Form [6m, n n ^ \ 

\ 6m J 

eine ursprüngliche Form der tften Art von der Determinante D*). 
Diese Form ist daher einer und nur einer in dem System S 
enthaltenen Form äquivalent**). Ist (a, b, c) diese Form des 
Systems, so liefert nur sie solche Darstellungen (a, y) der Zahl 
6m, welche zu der durch n repräsentirten Wurzel der obigen 
Congruenz gehören, und zwar ebenso viele verschiedene solche 

Darstellungen (a, y), als es Transformationen ^ der Form 

(a, b, c) in die Form (om, n, n d. h. ebenso viele, als 

es Auflösungen (t, u) der unbestimmten Gleichung P — Du* = 6* 
giebt (§§. 59, 60, 61). Den Complex aller dieser Darstellungen 
der Zahl 6 m, welche zu einer und derselben durch n repräsentir- 
ten Wurzel der obigen Congruenz gehören, wollen wir eine Gruppe 



*) Man überzeugt sich hiervon leicht, wenn man bedenkt, dass m re- 
lative Primzahl zu 22), und dass ausserdem, wenn a = 2, immer D = 1 
(mod. 4) ist. 

**) Da der Coefhcient am positiv ist, so gilt dies auch für den Fall, 
in welchem D negativ ist, und also S nur Formen mit positiven äussern 
Coefticienten enthält. 



z* = D (mod. 6m) 
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von Darstellungen nennen. Den 2" incongruenten Wurzeln die- 
ser Congruenz entsprechen daher 2^ solche Gruppen von Dar- 
stellungen derselben Zahl om durch Formen des Systems <S, und 
in jeder Gruppe sind ebenso viele Darstellungen enthalten, als 
es Auflösungen der Gleichung t 2 — Du* — 6* giebt. 

Das System der Zahlen m ist nun also vollständig definirt 
durch die Bedingungen : 

1) m ist positiv; 

2) m ist relative Primzahl gegen 2D; 

3) D ist quadratisch Rest von m. 



§. 87. 

Jetzt haben wir die Darstellungen von öm, welche einer und 
derselben Gruppe angehören, genauer zu betrachten. 

Für den Fall einer negativen Determinante D ist die Anzahl 
x der Auflösungen (£, u) der unbestimmten Gleichung t*— Du* 
— tf 2 endlich: dieselbe ist zugleich die Anzahl aller zu einer 
Gruppe gehörenden Darstellungen einer jeden Zahl dw; bedeutet 
also fi wieder die Anzahl der verschiedenen in m aufgehenden 

Primzahlen /, so ist 2' a die Anzahl der Gruppen, deren jede x 
Darstellungen enthält, und folglich ist 

x ■ 2<" 

die Gesammtanzahl aller Darstellungen der Zahl o*w; und hierin 
ist (§. 61) 

x = 2 im Allgemeinen ; 

x = 4, wenn D = — 1 , 

x = 6 , wenn D = — 3 und 6 = 2 

ist. 

Für den Fall einer positiven Determinante D dagegen ist die 
Anzahl der Auflösungen (t, u) der unbestimmten Gleichung 

t % — Z>w 2 =<5 2 , und folglich auch die Anzahl der in jeder der 2^ 
Gruppen enthaltenen Darstellungen der Zahl 6tn unendlich gross. 
Wir gehen daher zunächst darauf aus, durch neue Bedingungen, 
welche den darstellenden Zahlen aufzuerlegen sind, aus den 
unendlich vielen in einer Gruppe enthaltenen Darstellungen stets 
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eiue einzige zu isolireu. Dazu betrachten wir die allgemeine 
Form aller derselben Gruppe angehörenden Darstellungen y) 
der Zahl 0 m. Ist wieder (a, 6, c) die Form des Systems S, mit 

weicher die Form (öm, w, —^—^ äquivalent ist, und ist ^ 

eine bestimmte Transformation der erstem Form in die letztere, 
so erhält man (nach §. 60) aus dieser einen alle andern durch 
die Zusammensetzung 

A f*\ /«. ß\ = ß« + f»y, ^ + M\ 
\v, \y, ay \va + v/3 + qöj 

aller Substitutionen J^, durch welche (a, 6, c) in sich selbst 

übergeht, mit dieser bestimmten Substitution ^ Da nun 

(nach §. 59) jedesmal der erste und dritte Coefficient einer sol- 
chen Substitution eine zu der Wurzel n gehörende Darstellung 
liefern, und da auch umgekehrt jede solche Darstellung (x, y) auf 
diese Weise, und zwar nur ein einziges Mal erzeugt wird, so ist 
die allgemeine Form aller dieser Darstellungen folgende: 

X — Xa + fiy, y = vu + gy; 

da (a, y) selbst eine solche Darstellung ist, so kann man sagen, 
dass diese beiden Gleichungen aus einer bestimmten Darstellung 
(a, y) alle derselben Gruppe angehörenden Darstellungen y) 
finden lehren. Nun war aber (§. 61) 

, t — bu cu 
* = -;-, *=- T . 

au t -{-bu 

wo (£, u) jede beliebige Auflösung der Gleichung t' 1 — Du 2 = ö a 
bedeutete; folglich erhalten wir 

x = a l - — (ba + cy) jj- , y = y| + (a« + 6y) j • 

Für alle diese Werthe ist daher 

ax* -f 2bxy + cy* = öwt; 
durch Multiplication mit dem ersten Coefficienten ergiebt sich 
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wie früher 

öam = (ax -f ib + VD) y) (ax -f (b — VD) y). 

und es tritt nun die höchst merkwürdige Erscheinung auf, dass 
jeder der beiden irrationalen Factoren rechter Hand eine geome- 
trische Reihe constituirt; setzt man nämlich die vorstehenden 
Werthe von x, y ein, so ergiebt sich leicht 

ax + (b + VD) y= (aa + (b + VD) y) * + , 

az + (b — VD) y = («« + <& - VD) y) * " ^ ; 

o 

wenn man also mit T, U wie früher die kleinsten positiven Werthe 
von u bezeichnet und zur Abkürzung den positiven unechten 
Bruch 

6 = " 

setzt, so ist (nach §. 85) 

ax + (6 4- VD) y = ± («« + + V/)) y) Ö" 
a* + (6 - VD) y = ± (au + (6 — VD) y) Ö — 

wo n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl oder Null 
sein kann. "Wir betrachten nur die erste dieser beiden Gleichun- 
gen, da aus ihr die zweite schon von selbst folgt. Ist nun k 
irgend ein von Null verschiedener reeller Zahlwerth , so leuchtet 
ein, dass man das Vorzeichen der rechten Seite und den Expo- 
nenten n stets und nur auf eine einzige Weise so bestimmen 
kann, dass der algebraische Werth von ax 4- (b 4- VD) y zwischen 
den Grenzen k und 1c 0 liegt; denn nachdem das Zeichen + so 

gewählt ist , dass 4; (aa 4- (b + VD) y) gleichstimmig mit k 
wird, giebt es nur noch ein einziges Glied der geometrischen 
Reihe zwischen den beiden vorgeschriebenen Grenzen, wenn man, 
um für jeden Fall Unbestimmtheit zu vermeiden, die eine der- 
selben, z. B. kü y von dem Intervall ausschliesst. Durch diese 
Forderung für den Werth von ax 4- (b 4- VD)y ist dann aus der 
unendlichen Anzahl von Darstellungen {x, y) eine einzige voll- 
ständig isolirt. Es kommt jetzt nur noch darauf an, k zweck- 
mässig zu wählen. 
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Dazu können wir immer voraussetzen, dass die, eine ganze 
Classe repräsentirende, Form (a, £>, c) des Systems 8 einen posi- 
tiven ersten Coefficienten a hat; denn es giebt ja in jeder Classe 
sogar reducirte Formen, welche diese Eigenschaft haben. Wir 
machen daher von jetzt ab diese Voraussetzung über die Wahl 
der in S enthaltenen Formen (für negative Determinanten haben 
wir schon früher dieselbe Forderung gemacht, um dort die eine 
Hälfte aller Glassen ganz von der Betrachtung auszuschliessen) 
und müssen sie dann natürlich für alles Folgende festhalten. 
Dann wählen wir für k die positive Quadratwurzel aus öam, was 
gestattet ist, da wir nur die positiven darstellbaren Zahlen 6 m 
betrachten. Wir stellen also die Bedingungen 

Vöam rg ax + (b -f VD) y < 0 Vdam 

auf, um aus allen derselben Gruppe angehörigen Darstellungen 
von 6m durch (a, b, c) eine einzige y) zu isoliren. Sie lassen 
sich, da ihre drei Glieder positiv sind, so umformen: quadrirt 
man, und bedenkt, dass 6 am das Product aus zwei positiven ir- 
rationalen Factoren ist, so erhält man leicht durch Division 

ax + (b-VD) y ^ as + p + VD) y < f) 2(ax + (b- VD)y); 

durch Vergleichung der beiden ersten Glieder ergiebt sich die 
Bedingung 

die beiden letzten Glieder geben durch Umstellung und Restitu- 
tion des Werthes von 0 die Bedingung 

ax -f by > ~jj y. 

Umgekehrt überzeugt man sich leicht, chiss aus diesen beiden Be- 
dingungen 

T 

y ^ 0, ax + by > jj y 

rückwärts die obigen ursprünglichen Isolirungsbedingungen folgen. 

Ausserdem zeigt sich, was besonders zu bemerken ist, dass 
in Folge dieser beiden Bedingungen auch der Werth der Form 
ax 2 + 2bxy + cy 2 von selbst positiv ausfallt; denn da T>üVD 
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ist, so ergiebt sich durch Addition von + y \/D auf beiden Seiten 
der zweiten Bedingung, dass die beiden Factoren 

ax + (b + VD) y, ax + (b — VD) y 

positiv sind , woraus dasselbe für ihr Product und also , da a po- 
sitiv ist, auch für ax* -f 2b xy -} cy l folgt (für Formen von ne- 
gativer Determinante versteht sich dies von selbst, da wir nur 
solche betrachten, deren äussere Coefficienten positiv sind). 

§. 88. 

Mit Rücksicht auf diese letzte Bemerkung können wir nun 
das Vorhergehende in folgender Weise noch einmal zusammen- 
fassen : 

Es sei S ein vollständiges System ursprünglicher Formen 

(a, b, c), («', i', c') . . . 

der öten Art für eine gegebene Determinante D, mit positiven ersten 
Coefficienten a, a' ... Dann setze man in jede dieser Formen, z. B. 
(a,b, c), für die Variabein alle ganzzahligen WertJienpaare x, y 
ein, welche folgenden Bedingungen genügen: 

I) aa?8 + 2 ^y + gy' ist rdative Pri mzah l zu 2D; 

II) im Fall einer positiven Determinante D ist 

. T 
i/^0, ax -f- by > -jy y 

wo T, U die kleinsten positiven der Gleichung 

T* — DU 2 = ö» 

genügenden ganzen Zahlen bedeuten; 

III) x und y sind relative Primzahlen zu einander. 

Auf diese Weise werden durch die Formen S alle ganzen 
Zahlen Gm und nur solche dargestellt, welche folgenden Bedingun- 
gen genügen: 

1) m ist positiv 

2) m ist relative Primzahl zu 2D 

3) D ist quadratischer Best von m; 
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und die Gesammtanzahl dieser Darstellungen einer jeden solcJien 
Zahl 6 m ist gleich 

x • 2-", 

wo ft die Anzalü der in m aufgehenden verschiedenen Primsahlen, 
und x eine von m unabhängige Constantc bedeutet, deren Werth 
— I für positive Determinanten, — 4 für D = — 1, — 6 für 
D = — 3 und 6 = 2, w«d = 2 /wr d/c übrigen negativen De- 
tertninanten. 

Dasselbe System der unendlich vielen Zahlen <sm kann daher 
auf doppelte Art erzeugt werden, erstens durch Zusammensetzung 
aus den Primzahlen /, von welchen D quadratischer Rest ist, 
und zweitens durch die Substitution aller erlaubten Zahlenpaare 
x, y in die Formen des Systems S. Dieses Resultat der frühern 
Untersuchungen über die Aequivalenz der Formen und die Dar- 
stellbarkeit der Zahlen bildet das Grundprincip der folgenden 
Untersuchung. Wir bemerken zunächst, dass die Identität der 
auf die beiden verschiedenen Arten erzeugten Zahlensysteme 
nicht aufhören wird, wenn wir von jeder der erzeugten Zahlen 
eine bestimmte Function # nehmen, d. h. es wird wieder Identi- 
tät bestehen zwischen dem Complex der Zahlen 

il>(ax* + 2b xy + cy*), ^{a'x^ -f- 2b' xy + c'y-') . . . 

und dem System der Zahlen 

1>(6m), 

vorausgesetzt, dass der einem bestimmten Individuum 6m entspre- 
chende Functionswerth 4>(öm) genau x • 2 "mal in den letztern 
Complex aufgenommen wird. Ist daher die sonst ganz beliebige 
Function $ so gewählt, dass die Summe aller dieser Werthe eine 
von der Anordnung derselben unabhängige convergente Reihe 
bildet, so folgt aus der angegebenen Identität die Fundamental- 
gleichung 

2 1>(ax* + 2bxy + cy' 1 ) + 2 ii>(a'x* -f 2b'xy + c'i/ 2 ) 4- ••• 

= x v 2-" il>(6m). 

Die linke Seite derselben besteht aus ebensoviel Hauptsummen, 
als das System S Formen (a, b, c), (a', b', c') enthält, d. h. als 
es Formenclassen für diese Determinante giebt Jede Haupt- 
summe, wie z. B. 
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v tl>(az* + 2bxy + cy*) 

ist eine doppelt unendliche Reihe, deren Glieder den sämmtlichen 
durch die Bedingungen I), II), III) detinirten Zahlenpaaren x.y ent- 
sprechen (die Bedingungen I) und II) sind natürlich für die 
folgende Hauptsumme so zu modificiren, dass (a', b', c') an die 
Stelle von (a, 6, c) tritt). Endlich bezieht sich die rechts ange- 
deutete Summation auf alle aus den Primzahlen / zusammenge- 
setzten Zahlen m, und ebenso behalten (i und x ihre frühere Be- 
deutung. Wir specialisiren nun die Function # so, dass wir 

setzen, wo s ein beliebiger positiver Werth, aber > 1 ist; diese 
letztere Bedingung ist, wie wir später nachträglich zeigen werden, 
nothwendig, damit die vorstehenden unendlichen Reihen conver- 
giren. Hierdurch geht unsere obige Gleichung in die folgende 
über: 

\ ö / m* 

wo der Bequemlichkeit halber links nur eine einzige der den 
verschiedenen Formen entsprechenden Hauptsummen aufgeschrie- 
ben ist. 



§. 89. 

Wir beschäftigen uns nun zunächst mit einer Umformung 
der rechten Seite dieser Gleichung; zu dem Zweck betrachten 
wir das System 

fl y f i •> /a • • ■ 

der sämmtlichen Primzahlen /, welche nicht in 2 D aufgehen, und 
von welchen D quadratischer Rest ist. Jede der oben detinirten 
Zahlen m ist dann von der Form 

A ni / 3 W * /3" a 

wo die Exponenten n 2 , » 3 ... positive ganze Zahlen oder Null 
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sind, und jedes m kann auch nur auf eine einzige Weise in diese 
Form gebracht werden. Bilden wir nun die diesen Primzahlen 
entsprechenden unendlichen Reihen 

2 2 2 2 

2 2 2 2 

1-1 = f._ j 1 1_ . . . _i_ 



n j« 



U. S. W. 

so erkennt man leicht mit Berücksichtigung der eben gemachten 
Bemerkung, dass das Product aller dieser Reihen nichts Anderes 
als die Summe 

^ 2^ 
2 — 
m' 

ist. Denn das Product aus beliebigen Gliedern der ersten, zwei- 
ten, dritten Reihe u. b. f. hat die Form 

2? 2P 



wo p die Anzahl der wirklich in m aufgehenden Primzahlen / be- 
deutet, d. h. derjenigen, deren Exponeut n von Null verschieden 
ist; es entsteht daher auf diese Weise wirklich jedes Glied der 
genannten Reihe, und jedes auch nur ein einziges Mal. Da nun 
andererseits 

2 2 2 2 
1 + /T + yF77 + ^TrH 

, . J_ 1_ _ + /' 

/■ f 

ist, so erhalten wir folgende Gleichung 

o/U 1 ' ft 

£ — - = II " V' 
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in welcher das Productzeichen TT sich auf die sämmtlichen oben 
definirten Primzahlen / bezieht. 

Bezeichnen wir mit q allgemein jede 'positive nicht in 2D 
aufgehende Primzahl, so leuchtet ein, dass man die vorstehende 
Gleichung auch in folgender Form schreiben kann: 

v — = n 



denn so oft q nicht zu den Primzahlen / gehört, reducirt sich 
der entsprechende Factor des Productes auf + 1. In der so er- 
haltenen Gleichung multipliciren wir Zähler und Nenner des all- 
gemeinen Factors zur Rechten mit 1 — ^ , wodurch derselbe 
gleich 



(' -V) ' (' - (!) f) 



o - ö o - (f ) & 

q 

wird, und indem wir das unendhche Product in drei unendliche 
Producte zerlegen, erhalten wir 

n — ^- • ii 1 



_1 



n 



Jetzt können wir endlich jedes der drei rechts befindlichen 
Producte wieder in eine unendliche Reihe verwandeln. Da 
nämlich 
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ist, so wird, wenn man für (/alle, nicht in 2 D aufgehenden, 
Primzahlen 

tfi ^ Qi > Qa • • • 

setzt, das Product aller dieser Factoren gleich der Summe aller 
Glieder von der Form 



»•a 



(<7i r ' 72 r * ?:| ra • • •)' 



worin die Exponenten r lt r 2 , r 3 ... alle positiven ganzen Zahlen 
und Null zu durchlaufen haben. Das System aller der in den 
Nennern unter dem Exponenten s vorkommenden Zahlen 

<h ri <li ri ?3 r ' • • • = w 

besteht offenbar aus sämmtlichen positiven ganzen Zahlen w, 
welche relative Primzahlen gegen 2D sind; jede solche Zahl n 
wird einmal und auch nur einmal durch ein bestimmtes System 
von Exponenten r x , r 2 , r 3 . . . erzeugt; gleichzeitig ist dann mit 
Benutzung der von Jacobi erweiterten Bedeutung des Legendre'- 
schen Zeichens 

Gi) (fli) (to) " = (^7:) (j^) (^) 

= ( 5 ) = (-)■ 

Hierdurch gewinnen wir also folgende Verwandlung 

11 , J_ = ^ (^) ^ ' 

wo das Summenzeichen rechts sich auf alle positiven Zahlen n 
bezieht, die relative Primzahlen gegen 2 D sind. 

Verfahrt man ganz ebenso, indem man alle die Entwicke- 
lungen 

mit einander multiplicirt, so erhält man offeubar 
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und folglich auch 



n ±— = v -L 

? 8 ' 



Hierdurch haben wir die wichtige Umformung 

n* \ n / n 1 



v 1 

- -2« 



gewonnen *). 



§. 90. 

Wir multipliciren nun beide Seiten unserer Hauptgleichung 
mit der unendlichen Reihe 

wodurch sie dem eben gewonnenen Resultat gemäss in die fol- 
gende übergeht: 

S jr X S + a, T + T +" — *hxZ (f ) h' 

Führen wir in dem ersten Gliede links die Multiplication der 
beiden Summen aus , so kann das Resultat als die dreifach un- 
endliche Reihe 



v /an 3 x i -f 2bn*zy -f cn*y 2 \ 



— * 



geschrieben werden, in welcher für x, y alle den frühem Bedin- 
gungen I), II), III) genügenden Werthe (§. 88), und für n alle 
positiven relativen Primzahlen gegen 2D zu setzen sind. Diese 



*) Eine directe Verification dieser Gleichung ohne Benutzung unend- 
licher Producte fandet man in §. 124. 
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Reihe kann man aber auch wieder als eine doppelt unendliche 
ansehen, wenn man 

nx — x', ny = y' 
setzt; denn dann nimmt sie die Gestalt 



v (ax' 2 + 2bx'y' + cy'*\-* 



v i— 

an, und es fragt sich nur, welche Bedingungen den neuen Sum- 
mationsbuchstaben x\ y' aufzuerlegen sind. Diese ergeben sich 
aus den Bedingungen für x, y, n folgendermassen. Erstens : Da 
.r, y zufolge der Bedingung I) so gewählt werden müssen, dass 

ax 2 + 2bxy -f cy 2 

relative Primzahl gegen 22) wird, und da n ebenfalls relative 
Primzahl gegen 22) ist, so gilt dasselbe von 

ax' 2 -|- 2bx'y' + cy' 2 . ax 2 + 2bxy -f cy 2 
5 = w2 * 

Zweitens : für den Fall einer positiven Determinante waren x, y 
den Isolirungsbedingungen II) 

T 

2/^0, ax + by > jj y 

zu unterwerfen; multiplicirt man dieselben mit w, so ergeben sich 
die ganz gleichlautenden Bedingungen 

ax' + by'>~jy\ 

Drittens : aus der Bedingung, dass x, y relative Primzahlen sein 
sollen, würde jetzt nur noch folgen, dass der grösste gemein- 
schaftliche Divisor w von x', y' relative Primzahl gegen 2 2) sien 
muss; allein diese Bedingung kann man gänzlich fallen lassen, da 
sie schon in der ersten enthalten ist; denn sobald x\ y' einen 
gemeinschaftlichen Divisor hätten, der nicht relative Primzahl 
gegen 22) wäre, so könnte auch 

ax'* + 2bx'y' -f cy' 2 

6 

nicht relative Primzahl gegen 2 2) sein. 

DiricUlet, Zahlentlicorie. 16 
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Es zeigt sich also, dass die neuen Variabein x\ y' nur den 
beiden Bedingungen I) und II) zu unterwerfen sind , wenn man 
in denselben die Variabein accentuirt, dass dagegen die Bedin- 
gung III) ganz fortgefallen ist. Umgekehrt überzeugt man sich 
leicht, dass ein jedes solches Werthenpaar x\ y' einmal und nur 
einmal durch ein Werthenpaar x, y und eine Zahl n erzeugt wird. 

Wir lassen nun der Bequemlichkeit halber die Accente der 
Variabein wieder fort, und schreiben daher unsere Hauptgleichung 
in folgender Form 

wo nun in der ersten auf die Form (a, 2», c) bezüglichen Haupt- 
summe die Summationsbuchstaben nur noch den beiden folgen- 
den Bedingungen zu unterwerfen sind: 

I) Der Werth ax * + + ° r soll relative Primzahl 

gegen 22) sein. 

II) Im Fall einer positiven Determinante soll 

T 

y ^ 0, ax + by > y 
sein, wo T, U die frühere Bedeutung haben. 



& 91. 

Bevor wir weitergehen, wollen wir aus unserer letzten Glei- 
chung einige interessante Folgerungen ziehen: die erste derselben 
ist rein zahlentheoretischer Natur und vervollständigt unsere 
frühere Theorie der Darstellung. Wir multipliciren die beiden 
unendlichen Reihen 




rechter Hand, nachdem wir die Summationsbuchstaben, um sie 
von einander zu unterscheiden, accentuirt haben; dann erhalten 
wir als Product die doppelt unendliche Reihe 



D\ 1 
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in welcher sowohl n' als auch n" das Gebiet aller Zahlen w, d.h. 
aller derjenigen positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen hat, 
welche relative Primzahlen gegen 2D sind. Offenbar ist jedes 
Product von der Form n' n" wieder in demselben Gebiet enthal- 
ten; fassen wir daher alle Glieder der Doppelsumme, in welchen 
das Product n'n" denselben Werth n hat, immer in ein einziges 
zusammen, so können wir diese Doppelsumme wieder in die Form 
einer einfach unendlichen Reihe 

2 -L 

bringen; bezeichnet man mit d die sämmtlichen Divisoren der 
Zahl w, so wird offenbar 



Dividiren wir ferner die Gleichung auf beiden Seiten durch <*', so 
nimmt sie folgende Form an 

1 j_ — v XT 

T • • • = Z 



(ax* -f 2bxy -f cy*y 1 (fln)» 

Fassen wir nun auch links alle in den verschiedenen Doppelsum- 
men vorkommenden Glieder, welche denselben Werth haben, in 
ein einziges zusammen, so erhalten wir folgende Gleichung 

2« = 2 ^ 



(ön)" 

wo mit v alle die durch die sämmtlichen Formen (a, b> c) . . . 
des Systems S darstellbaren Zahlen bezeichnet werden, und k die 
Anzahl der verschiedenen Darstellungen einer solchen Zahl v be- 
deutet. Hierbei ist wohl zu bemerken , dass das Wort „Darstel- 
lung" jetzt in einem allgemeinern Sinne gebraucht wird, als frü- 
her (§. 59), indem jetzt die darstellenden Zahlen y nur noch 
den Bedingungen I) und II) des vorigen Paragraphen unterworfen 
sind, während sie früher auch relative Primzahlen unter einander 
sein mussten. 

Besteht nun für jeden über einer gewissen Grenze hegenden 
positiven Werth des Exponenten s eine Gleichung von der Form 

« , ß , y , «' , ß' ■ iL , 

«. + r- + r- f • ' • = + v* + + ' ' * 

16* 
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wo «. 6, c . . . sowohl wie a', b\ c' . . . positive und in ihrer Auf- 
einanderfolge wachsende Zahlwerthe bedeuten, und sind die sämmt- 
lichen Coefficienten a, ß, y . . . a', ß\ y' . . . von Null verschie- 
den, so folgt hieraus die vollständige Identität beider Reihen, 
d. h. es ist 

« — b — h\ c = c' . . . 
« = «', ß = ß', y = y' ... ' 

Um dies zu beweisen, können wir annehmen, es sei a ^ a'\ 
multipliciren wir beide Seiten der Gleichung mit a», so erhal- 
ten wir 

Da nun sowohl die Werthe 

a a 

TT' 7 "* 

als auch die Werthe 

a a 

F» 

fortwährend abnehmende echte Brüche sind, und beide Reihen 
convergiren, so überzeugt man sich leicht*), dass mit unbegrenzt 
wachsendem s die linke Seite der vorstehenden Gleichung sich 
dem Grenzwerth a nähert, und ebenso die rechte dem Grenzwerth 
a' oder 0, je nachdem a = a' oder < a' ist Da nun beide Sei- 
ten sich nothwendig demselben Grenzwerth nähern müssen, und a 
von Null verschieden ist, so muss a = a\ und folglich aucha = a' 
sein. Nachdem so die Identität der ersten Glieder auf beiden 
Seiten bewiesen ist, kann man dieselben fortlassen; aus der so 
entstehenden Gleichung 

t- + — 4.... = 0j_.£1_l... 
b*~ c' b'* c ,$ 

folgt dann auf dieselbe Weise, dass b = b' und ß = ß' sein muss. 
und so kann man fortfahren. 

*) Vergl. Supplement IX. 
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Wendet man dies Princip auf unsere obige Gleichung an, 
so ergiebt sieh, dass jedes ön, dem ein vou Null verschiedenes v 
eotspricht, nothwendig eine Zahl v, d. h. eine durch die Formen S 
darstellbare Zahl, und dass die Anzahl X der verschiedenen Darstel- 
lungen eines solchen v = ön gleich xt ist; wenn dagegen r = 0 
ist, so kann auch ön keine durch die Formen S darstellbare Zahl 
v sein ; wir können daher in beiden Fällen sagen, dass die Anzahl 
aller Darstellungen einer Zahl ön durch die Formen S immer 

= xr = x 1 (g 

ist, wo Ö alle Divisoren der Zahlen n durchlaufen muss. 

Wir wollen dieses Resultat auf einige Beispiele anwenden. 

1) Ist D = — 1 (und folglich o*=l), so ist nur eine einzige 
Form in dem System S enthalten, für welche wir die Form (1 , 0, 1) 
wählen können; das System der Zahlen <5n ist das der positiven 
ungeraden Zahlen , und da x = 4 ist , so erhalten wir das Re- 
sultat : 

Die Anzahl aller Darstellungen einer beliebigen positiven un- 
geraden Zahl n durch die Form (1 , ü, 1) = r 2 + y* ist gleich 

4 V(_ l)3 (rf - 1) = 4(^- N) 

d. h. gleich dem vierfachen Ueberschuss der Anzahl M ihrer Divi- 
soren Ö von der Form 4 h -\- 1 über die Anzahl N der Divisoren d 
von der Form ih + 3. 

Die darstellenden Zahlen y sind gar keiner Beschränkung 
unterworfen; es leuchtet ferner ein, dass jedesmal acht verschie- 
dene Darstellungen eine einzige Zerlegung in zwei Quadrate ge- 
ben; nur wenn eine der beiden darstellenden Zahlen = 0 ist, fin- 
det eine Ausnahme Statt, weil dann nur vier verschiedene Dar- 
stellungen dieselbe Zerlegung liefern, ein Fall, der nur dann ein- 
treten kann, wenn n eine Quadratzahl ist. Die Anzahl der ver- 
schiedenen Zerlegungen ist daher \ (M — N + 1) oder \(M — N), 
e nachdem n eine Quadratzahl ist oder nicht. So ist z. B. 

25 = 0 a + 52 = 3* + 42 

45 = 3* + 6 2 

49 = 0* + 72 

65 = 1» 4- 8* = 4 2 -f 73. 

Ist endlich n eine Primzahl, so ergiebt sich wieder, dass n 
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auf eine einzige, oder auf gar keine Weise in zwei Quadrate zer- 
legt werden kann, je nachdem n von der Form 4A + 1, oder von 
der Form 4 h + 3 ist (§. 68). 

2) Für die positive Determinante D = 2 existiren nur die 
beiden einander äquivalenten reducirten Formen (1, 1, — 1) und 
( — 1, 1, 1), also nur eine einzige Classe; als repräsentirende Form 
kann man daher auch (1,0, — 2) = x* — 2y l wählen. Da die 
kleinsten der Gleichung t* — 2 u* = 1 genügenden Zahlen 
T "= 3, U= 2 sind, so werden nur solche Darstellungen betrach- 
tet, in welchen ygrO, 2x > 3y ist. Da ferner 



ist, je nachdem ö = 8 h + 1 oder ö = 8Ä + 5 ist, so bekommen 
wir folgendes Resultat: 

Die Anzahl aller den obigen Bedingungen genügenden Dar- 
stellungen (x, y) einer beliebigen positiven ungeraden Zahl n durch 
die Form x* — 2 t/ 2 ist gleich dem Ueberschuss der Anzahl der 
Divisoren von », welche die Form Sh ± 1 haben, über die Anzahl 
der andern Divisoren, 



Eine zweite interessante Anwendung der vorstehenden Un- 
tersuchung machen wir auf die Analysis. Wir haben gesehen, 
dass durch Einsetzen aller den Bedingungen I) und II) genügen- 
den ganzzahligen Werthenpaare y in die Formen (o, 6, c) . . . 
des Systems S die Zahlen ö n erzeugt werden, und zwar ist 



die Anzahl der verschiedenen Erzeugungen einer solchen Zahl 6 n, 
wenn wieder für 6* alle Divisoren von n gesetzt werden. Nehmen 
wir daher von jeder der Zahlen ax* -f- 2bxy -f cy* eine be- 
stimmte Function i/;, so entsteht auf diese Weise jeder Werth 
if(ön) so oft als xt angiebt. Hieraus folgt wieder, dass 

2 ^ («# 2 + 2 bxy -f cy») -J- • • • = x £ tr(>(<Sn) 



4- 1 oder = — l 



§. 92. 
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sein wird, sobald die Function # so gewählt wird, dass diese un- 
endlichen Reihen bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un- 
abhängige Summen haben. Dies ist der Fall, wenn man 

setzt, wo q eine reelle oder complexe Grösse bedeutet, deren Mo- 
dulus ein echter Bruch ist. Man erhält auf diese Weise folgende 
sehr allgemeine Gleichung 

da auf der rechten Seite der Coefficient t selbst wieder eine Summe 
ist, in welcher $ die sämmtlichen Divisoren von n zu durchlaufen 
hat, so kann man, indem man w in n'd verwandelt, die Gleichung 
auch so schreiben 

wo nun rechts eine Doppelsumme steht, in welcher jeder der bei- 
den Summationsbuchstaben n' und d das Gebiet aller Zahlen n 
zu durchlaufen hat 

Wir wollen die vorstehende Gleichung auf einige specielle 
Fälle anwenden. Nehmen wir z. B. D = — 1 , also 0=1, so 
haben wir links nur eine einzige Doppelsumme; nehmen wir wie- 
der (1, 0, 1) als die repräsentirende Form, so ist dieselbe gleich 

2 q*'***, 

worin x, y alle Werthenpaare zu durchlaufen haben, für welche 
x* -\- y* ungerade ausfallt; es muss daher eine der beiden Zahlen 
x, y ungerade, die andere gerade sein; da man nun in jeder er- 
laubten Combination x mit y vertauschen kann, so setzen wir fest, 
dass x nur die uiigeraden, y nur die geraden Werthe durchlaufen 
soll, müssen dann aber die so beschränkte Doppelreihe mit 2 mul- 
tipliciren; wir erhalten so 

2 v q***'* = 2 2 q x% q v * = 2 v q x% X 1 

wo x alle positiven und negativen ungeraden, y alle positiven und 
negativen geraden Zahlen und Null zu durchlaufen hat; beschrän- 
ken wir aber x auf alle positiven ungeraden, und y auf alle- 
positiven geraden Zahlen, so können wir das vorstehende Pro- 
duct auch so schreiben 
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4 2 q* % X (1 + 2 v g"*). 

Auf der rechten Seite haben wir die Doppelsumme 

4 2 fr) = 4 2 ( - 1)i<, "' ) «"'*■ 

wo n' und ö alle positiven ungeraden Zahlen zu durchlaufen ha- 
ben ; die Summation in Bezug auf n' lässt sich ausführen, indem 

ist; dadurch wird die rechte Seite gleich 

4 2 (_!)*(*-.) j-JLij, 

und wir erhalten daher folgende merkwürdige Gleichung 
(g. + g" 4- ff 25 + g 49 -f • • •) (1 + 2<Z 4 + 2g 16 -f 2q™ -{-••-) 

q g 3 . g» g 7 . 

~~ 1 — 1 — (Z 6 1 — ^ 10 l — q u 

welche, wie die andern Gleichungen, welche negativen Determi- 
nanten entsprechen, auch aus der Theorie der Elliptischen Func- 
tionen abgeleitet weiden kann. 

Für positive Determinanten fallen die entsprechenden Glei- 
chungen weniger einfach aus, weil auf der linken Seite die Varia- 
bein x, y immer noch der Bedingung II) unterworfen sind. Neh- 
men wir z. B. D = 2, also ö = 1, x = 1, so erhalten wir in 
ähnlicher Weise die Gleichung 

_ g t_ , g 7 , 

— 1 _ q 1 ' 1 _ fl 6 1 _ glO "T 1 _ g" 1" ' ' 

wo auf der linken Seite für x*, y alle Werthenpaaie zu setzen sind, 
die den Bedingungen y ^ 0, 2 a? >> 3y genügen und für welche 
ausserdem x- — 2y 2 und also x ungerade ist 
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§. 93. 

Wir kehren nun zu unserem eigentlichen Gegenstande, der 
weitern Behandlung der Gleichung (§. 90) 

zurück, und es wird gut sein, den Gang der Untersuchung hier 
mit wenigen Worten im Voraus anzugeben. Man würde auf un- 
übersteigliche Schwierigkeiten stossen, wenn man die auf der lin- 
ken Seite angedeuteten Summationen für einen beliebigen Werth 
von s > 1 wirklich ausführen wollte. Lässt man dagegen den 
Exponenten s immer mehr abnehmen und gegen den Werth 1 con- 
vergiren , so wird gleichzeitig jede dieser Hauptsummen über alle 
Grenzen wachsen, und bei näherer Betrachtung zeigt sich, dass 
das Product aus einer solchen Hauptsumme und aus (s — 1) sich 
. einem festen endlichen Grenzwerth L nähert, welcher nur von der 
allen Formen gemeinschaftlichen Determinante D abhängt, und 
folglich wird der Grenzwerth der ganzen mit (s — 1) multiplicir- 
ten linken Seite = hL sein, wenn man mit h die Anzahl der 
Ilauptsummen, d. h. also die Anzahl der in dem Formensystem S 
enthaltenen Formen (a, c) . . . bezeichnet. Da ferner der Grenz- 
werth der mit (s — 1) multiplicirten rechten Seite sich direct 
bestimmen lässt, so erhält man auf diese Weise einen Ausdruck 
für die Classenanzahl /*, deren Bestimmung ja den Gegenstand un- 
serer ganzen Untersuchung bildet. 

Bevor wir aber dazu übergehen, diesen Grenzprocess durch- 
zuführen, müssen wir noch einige vorläufige Fragen erörtern, 
dereu Beantwortung für unsern Zweck durchaus erforderlich ist 
Zunächst wenden wir uns dazu, die den Summationsbuchstaben 
.**, y auferlegte Bedingung I) (§. 90) so umzuformen, dass man 
einen deutlichen Ueberblick über das System der ihr genügenden 
Werthenpaare x, y erhält. Zu dein Ende dürfen wir annehmen, 
dass der Repräsentant (a, ft, c) einer ganzen Classc immer so ge- 
wählt ist, dass der Quotient a : 0 nicht nur, wie schon früher 
festgesetzt wurde, positiv, sondern auch relative Primzahl gegen 
2 D ist Von der Berechtigung zu dieser Annahme wird man sich 
durch die folgende Betrachtung überzeugen. Ist 
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(a, b, c) = 6 (Ax* + Bxy -f Cy*) = <J.F 

eine beliebige ursprüngliche Form von der tften Art, und r irgend 
eine Primzahl, so kann man den beiden Variabein y der Form 
stets solche Werthe beilegen, dass der Werth von F nicht durch 
r theilbar wird ; denn ist eine der beiden Zahlen A, (7, z. B. A, nicht 
durch r theilbar, so gebe man x einen durch r nicht theilbaren, y 
dagegen einen durch r theilbaren Werth; sind aber beide Coefficien- 
ten Ai C durch r theilbar, so ist B gewiss nicht durch r theilbar. 
und folglich genügt es dann, x und y Werthe beizulegen, die beide 
nicht durch r theilbar sind. Man kann folglich auch x und y im- 
mer so wählen, dass der W T erth von F relative Primzahl gegen 
irgend eine vorgeschriebene Zahl Je wird; denn bezeichnet man 
mit r', r", r'" ... die sämmtlichen in k aufgehenden Primzahlen, 
so braucht man nur zu bewirken, dass F durch keine einzige der- 
selben theilbar wird, was nach dem eben Gesagten sich stets da- 
durch erreichen lässt, dass die beiden Variabein x, y durch einige 
dieser Primzahlen theilbar, durch andere nicht theilbar angenom- 
men werden — Bedingungen, die sich stets auf unendlich viele 
verschiedene Arten erfüllen lassen. Man kann hinzufügen, dass 
x, y ausserdem noch so gewählt werden können, dass der Werth 
von F positiv ausfallt; für eine negative Determinante D versteht 
sich dies von selbst, da wir Formen mit negativen äussern Coeffi- 
cientenausschliessen; für eine positive Determinante braucht man, 
da 

aöF= (ax + lyy — Dy* 

ist, nur dafür zu sorgen, dass, je nachdem a positiv oder nega- 
tiv ist , entsprechend (ax -{- by) absolut genommen grösser oder 
kleiner als y VD ausfällt, und offenbar lassen die bisher den Va- 
riabein x, y auferlegten Bedingungen, durch einige Primzahlen 
theilbar, durch einige andere nicht theilbar zu sein, noch solchen 
Spielraum für ihr Grössenverhältniss, dass auch dieser Forderung 
noch auf unendlich viele verschiedene Arten genügt werden kann. 
Endlich können wir noch behaupten, dass für die Variabein x, y 
auch solche Werthe gewählt werden können, welche unter ein- 
ander relative Primzahlen sind und doch die übrigen Bedingun- 
gen erfüllen, dass F positiv und relative Primzahl gegen die vor- 
geschriebene Zahl k ist ; denn haben x und y einen gemeinschaft- 
lichen Divisor, so braucht man sie nur durch Division von dem- 
selben zu befreien , und die Quotienten , die unter einander rela- 
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tive Primzahlen sind, bilden ein solches allen Anforderungen 
genügendes Wertheupaar. 

Wir machen von der vorstehenden (auch für andere Unter- 
suchungen nützlichen) Betrachtung eine specielle Anwendung auf 
den Fall, in welchem k — 22) ist; wir können dann so sagen: 
ist (a, b, c) irgend eine ursprüngliche Form der tften Art von der 
Determinante 2), so kann man stets zwei relative Primzahlen a, y 
von der Beschaffenheit finden , dass 



positiv und relative Primzahl gegen 22) wird. Da nun a, y rela- 
tive Primzahlen sind, so kann man (§. 59) irgend ein Paar von 
Werthen ß, Ö wählen, welche der Gleichung ad — ßy = l ge- 
nügen, und dann geht die Form (a, 6, c) durch die Substitution 



fi) in eine äquivalente Form über, deren erster Coefticient a' 



positiv ist und ausserdem die Eigenschaft hat, dass a' : o* relative 
Primzahl gegen 22) ist. Und hiermit ist in der That der verlangte 
Nachweis geliefert, dass in jeder Formenclasse solche Repräsen- 
tanten ausgewählt werden können , welche die obige neue Bedin- 
gung erfüllen. 



Wir nehmen daher jetzt an, dass die repräsentirende Form 
(a, 6, c) so gewählt ist, dass a:6 nicht nur positiv, sondern auch 
relative Primzahl gegen 22) ist, und fragen nun nach dem System 
aller Werthenpaare x, y, welche der Bedingung I) genügen, dass 



relative Primzahl gegen 22) wird. Bezeichnen wir wie früher mit 
4 den absoluten Werth der Determinante 2), so kann man stets 

x = 24v + a, y = 24w y 

setzen, wo « und y irgend welche der 14 Zahlen 

0, 1, 2... (2^—1) 



a_' _ «q» -f 26ay + c/ 2 
6 ~~ 6 




§• 94. 



ax % -j- 2bxy + cy' 2 

6 
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und v und w beliebige ganze reelle Zahlen bedeuten; jede Com- 
bination zweier ganzen Zahlen x, y kann stets und nur auf eine 
einzige Weise in diese Form gebracht werden. Da nun aus 

x = a (raod. 2 4) und y = y (mod. 2 4) 

auch 

ax* 4- 2bxy 4- cy» ^ -f 26«y + cy* (mod 2 ^ 

folgt, so leuchtet ein, dass man unter den sämmtlichen 4^/ 2 Com- 
binationen («, y) nur diejenigen zu ermitteln hat, für welche 

OK 2 + 2b ay + cy* 
ö 

relative Primzahl gegen 2J wird. Die gesuchten Combinationen 
(x, y) vertheilen sich dann in zusammengehörige Paare von arith- 
metischen Reihen, deren Differenz = 2d ist, und deren Anfangs- 
glieder «, y specielle solche Combinationen sind, die dieselbe Be- 
dingung erfüllen. Uns kommt es nun weniger darauf an, wirklich 
alle diese Combinationen («, y) genau zu definiren, als vielmehr, 
nur ihre Anzahl sicher festzustellen, weil diese allein bei dem 
spätem Grenzübergang eine Rolle spielt. Hierzu ist es aber 
nöthig verschiedene Fälle zu unterscheiden. 

Erstens: tf = 1. Wir fragen nach der Anzahl der Combina- 
tionen («, y), für welche «a 2 4- 2 Jccy 4- cy 2 oder, da a relative 
Primzahl gegen 24 ist, für welche 

a(aa* 4- 2b«y 4- cy 1 ) = (aa 4- by)* + 4y* 

relative Primzahl gegen 24 wird. Setzt man zunächst für y 
irgend eine der 4 geraden Zahlen 

0, 2, 4 . . . (24— 2), 

so ist erforderlich und hinreichend, dass (an -f- by)' und folglich 
frt« 4- 6y) relative Primzahl gegen 2<J werde; lässt man aber a 
das in Bezug auf den Modulus 2 ^/ vollständige Restsystem 

0, l, 2 . . . (24— 1) 

durchlaufen, während y seinen Werth behält, so durchläuft (nach 
S. 18) der Ausdruck (aa + by), weil o relative Primzahl gegen 
den Modulus ist, ebenfalls ein vollständiges Restsystem, und folg- 
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lieh gehören zu jedem solchen geraden y genau <p(24) erlaubte 
Werthe von a, wo die Charakteristik qp im frühern Sinne (§.11) 
gebraucht ist. Jedem der 4 ungeraden Werthe 

1, 3 . . . (24 — 1) 

ron y entsprechen ebenfalls <p(24) erlaubte Werthe von a; dies 
leuchtet unmittelbar ein, wenn 4 gerade ist, weil die Forderung 
sich dann ebenfalls darauf reducirt, dass (aa-f by) relative Prim- 
zahl gegen 24 werden muss. Ist aber 4 und also auch + 4y l 
ungerade, so muss, da 

(aa + by) 2 ± 4y* 

ungerade und relative Primzahl gegen 4 werden soll, (aa -f by) 
gerade und relative Primzahl gegen 4 werden, und folglich muss 
auch der Rest von (aa + by) in Bezug auf den Modul 24 gerade 
und relative Primzahl gegen 4 sein, und umgekehrt wird, sobald 
dies der Fall ist, die obige Forderung erfüllt sein. Durchläuft 
nun a alle seine 24 Werthe, so durchläuft der Rest von (aa-\-by) 
dieselben 24 Werthe; unter diesen sind die folgenden 4 Reste 
gerade 

0, 2, 4 . . . 2(4—1), 

und unter diesen sind q> (4) relative Primzahlen gegen die un- 
gerade Zahl 4. Dies ist also die Anzahl der zu jedem ungeraden 
y gehörenden erlaubten Werthe von a ; da nun aber 4 ungerade, 
also relative Primzahl gegen 2 ist, so ist auch <p(24) = (p(2)<p(4) 
= und folglich haben wir in allen Fällen dieselbe Antwort : 

zu jedem geraden oder ungeraden y gehören stets (p(24) erlaubte 
Werthe von a\ mithin existiren im Ganzen 2 4 tp (2 4) erlaubte 
Combinationen (a, y). 

Zweitens: ö = 2; a und c gerade, b ungerade und D = 1 
(mod. 4). Es fragt sich: für wieviele Combinationen («, y) ist 

J aa 2 -f bay -f |cy 2 

ungerade und relative Primzahl gegen 47 — Wir beschränken 
uns aber zunächst darauf, die Combinationen zu bestimmen, für 
welche dieser Werth ungerade ausfällt. Da wir den Repräsen- 
tanten (a,6, c) so gewählt haben, dass \a relative Primzahl gegen 
24 und also auch ungerade ist, so wird 
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D = fc 2 — ac == 1 oder = 5 (mod. 8), 

je nachdem |c gerade oder ungerade ist; im ersten Fall muss 
daher a(\aa -f- by) ungerade, also a ungerade und y gerade 
sein; im zweiten Fall muss mindestens eine der beiden Zahlen a 
und y ungerade sein. Die Anzahl der erlaubten Combinationen 
ist hierdurch im ersten Fall auf ^ 2 , im zweiten auf 3^ 2 herab- 
gedrückt. 

Soll nun der Werth von \aa* -\- bay §cy 2 auch relative 
Primzahl gegen J werden, so ist erforderlich und hinreichend, 
das s 

(a a -f b y) 2 + 4y 2 = 2 a ( \ a a 2 -|- bay -f \ca' 1 ) 

oder also (a«-|-fty) relative Primzahl gegen 4 werde. Im ersten 
Fall, wo D = l (mod. 8) ist, dürfen für y nur gerade, für « nur 
ungerade Werthe gesetzt werden. Giebt man daher y einen be- 
stimmten der d Werthe 

0, 2, 4 . . . (2J — 2) 
und lässt dann a die sämrntlichen z/ Werthe 

1, 3, 5 ... (2 z/— lj 

durchlaufen , welche offenbar in Bezug auf den Modul d ein voll- 
ständiges Restsystem bilden, so gilt (da a relative Primzahl gegen 
4 ist) dasselbe von den entsprechenden Zahlen (aa + &y)> 
und folglich sind unter denselben <p(<4) — <p(24) relative Prim- 
zahlen gegen z/. Im Ganzen giebt es daher in diesem Fall 4<p(2d) 
erlaubte Combinationen (a, y). — Im zweiten Fall, wo D = 5 
(mod. 8) ist, und in welchem mindestens eine der beiden Zahlen 
«, y ungerade sein muss, findet man auf dieselbe Weise, dass 
jedem geraden Werthe von y wieder <p(d) = q> (2z/) ungerade 
Werthe von et entsprechen, woraus zunächst 4q> (24) zulässige 
Combinationen entspringen; ist aber y ungerade, und durchläuft 
« seine sämrntlichen 24 Werthe, so durchläuft der Ausdruck 
(au-^-by) zweimal dasselbe vollständige Restsystem in Bezug auf 
den Modulus es giebt daher immer 2<p(4) = 2<p(24) erlaubte 
Werthe von a, so dass aus den d ungeraden Werthen von y 
genau 2 4<p(2d) erlaubte Combinationen (a,y) entspringen. Im 
Ganzen giebt es daher in diesem zweiten Fall 34(p (2 4) erlaubte 
Combinationen (a, y). 
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Wir können die sämmtlichen Fälle so zusammenfassen: die 
Anzahl der Faare von zusammengehörigen arithmetischen Reihen 

x = 24 v + «, y = 2Jtv -f y 

welche der Bedingung I) genügen, ist 

= w • J<jp(2 J), 



wo 



<a = 2, wenn ö — 1 

« — 1 , wenn ö = 2 und D = 1 (mod. S) 
w = 3, wenn ö = 2 und 7> = 5 (mod. 8) 



ist. 



§. 95. 

Wir kehren nun zu unserer Hauptgleichung zurück, der wir 
die Form 

p v l + - Q* v.J_v/J\ 1 

*~ (a*» + 2ftsy + ey») l + e + (JHr«'+e ~ W« 1 + ? 

geben, indem wir 5 = 1 + ? setzen, mit g multipliciren und durch 
ö 1 +e dividiren; lassen wir jetzt die positive Zahl q unendlich klein 
werden, so haben wir die Grenzwerthe der einzelnen Glieder zu 
bestimmen, welche sich auf der linken und rechten Seite befinden. 
Indem wir mit der Discussion der linken Seite beginnen, wird es 
wieder nothwendig, den Fall einer negativen Determinante von 
dem einer positiven vollständig zu trennen. 

Wir nehmen daher zunächst an, die Determinante D sei ne- 
gativ = — 4. Dann sind die Variabein x, y in der der Form 
(a, b, c) entsprechenden Hauptsumme nur der Bedingung I) unter- 
worfen, und wir haben eben gesehen, dass eine solche Hauptsumme 
in cj 4<p (24) Partialreihen zerfällt, welche den einzelnen zuläs- 
sigen Combinationen (a, y) entsprechen. Betrachten wir daher 
zunächst nur eine einzige solche Partialsum ine 

oV 1 

in welcher y alle Werthe 

x = 24 o -f- u, y = 2 4w + f 
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zu durchlaufen haben, die einer bestimmten zulässigen Combina- 
tion (a, y) und allen denkbaren ganzzahligen Werthen v, w ent- 
sprechen. Nach den in den Supplementen (II. §. 118) aufgestell- 
ten Principien ist der Grenzwerth des vorstehenden Productes 
identisch mit dem des Quotienten T : t, wo t eine über alle Gren- 
zen wachsende positive Zahl und T die zugehörige Anzahl der 
dargestellten Zahlen ax 2 -f- 2bxy cy* bedeutet, welche nicht 
grösser als t sind, in Zeichen, für welche 

ax 2 -f 2b xy -f cy* ^ t 

oder also 

•(£)"♦»* ■* + f 

ist. Dieser Grenzwerth des Quotienten T : t lässt sich leicht mit 
Hülfe einer geometrischen Betrachtung bestimmen; setzt man 
nämlich 

so ist T die Anzahl der "Werthenpaare 
für welche 

«S» + 2ftgfl + eif»^ 1 (2) 

wird; sieht man nun |, 77 als rechtwinklige Coordinaten eines 
Punctes in einer Ebene an, und lässt man v und w alle ganzzah- 
ligen Werthe durchlaufen, so bilden die durch die Formeln (1) 
bestimmten Puncte (£, 17) ein Gitter, welches durch die recht- 
winklige Kreuzung zweier Systeme von Geraden entsteht, die den 
Axen parallel sind, und von denen je zwei benachbarte die 
constante Distanz 8 = 2J : Vt haben. Die ganze Ebene wird 
auf diese Weise in Quadrate von dem Flächeninhalt 

zerlegt, deren Eckpuncte jene Puncte (|, tj) sind; und folglich 
ist T die Anzahl derjenigen dieser Gitterpuncte (£, welche 
nicht ausserhalb der durch die Gleichung 
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a£* + 2&|>7 + crj* = 1 (3) 

dargestellten Curve liegen; da nun 6* — ac = — ^ negativ (und 
a positiv) ist, so ist diese Curve eine Ellipse, deren Mittelpunct 
mit dem Nullpunct des Coordinatensystems zusammenfällt. Nach 
einem ebenfalls in den Supplementen (Iii. §. 120) aufgestellten 
Hülfssatz hat folglich das Product 

den Flächeninhalt A dieser Ellipse zum Grenz werth, wenn t un- 
endlich gross und also ö unendlich klein wird; es ist daher der 
gesuchte Grenzwerth 

y T Ä 
hm — = 



woraus schon folgt, dass derselbe von (a, y) unabhängig und also 
für jede der &4(p(24) Partialsummen, welche unsere Haupt- 
summe constituiren, derselbe ist. Mithin ist der Grenzwerth die- 
ser, der Form (a, &, c) entsprechenden, Hauptsumme 

v 1 

gleich 

wo A den Flächeninhalt der Ellipse (3) bezeichnet*). Um diesen 
zu bestimmen, transformire man die Gleichung der Ellipse durch 
Einführung solcher rechtwinkliger Coordinaten, welche mit den 
Hauptaxen der Ellipse zusammenfallen, wodurch sie die Form 

annehmen wird. Bekanntlich bleibt bei einer solchen orthogona- 
len Transformation die Determinante ac — b* ungeändert, so 
dass 



*) Daraus, dass der Quotient T : t sich einem bestimmten Grenzwerth 
nähert, geht zufolge des in den Supplementen (II. §• 118) aufgestellten Satzes 
nachträglich hervor, dass die bisher betrachteten unendlichen Reihen für 
jeden positiven Werth von q, also für alle Werthe * > 1 convergiren. 

13 i t i c h 1 • t , Zahlenthcorie. 1 7 
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a'c' = ac — b* — J 

ist; andererseits sind V«' und Vc' die reciproken Werthe der 
beiden Halbaxen, und folglich ist 

wo natürlich die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Es ergiebt 
sich also das merkwürdige Resultat, dass dieser Flächeninhalt «4, 
und folglich auch der obige Grenzwerth 

G)3t<p (2z/) 
4z/Vz/ 

der auf die eine Form (a, £>, c) bezüglichen Hauptsumme von den 
einzelnen Coefficienten a, b, c, und folglich von der individuellen 
Natur dieser Form gänzlich unabh (.111^1^ l! ät. Denselben Grenz- 
werth wird daher jede andere, einer anderen Form («', b\ c') des 
Systems S entsprechende, Hauptsumme haben ; bezeichnen wir da- 
her mit h die Anzahl dieser einzelnen Hauptsummen auf der lin- 
ken Seite unserer Gleichung, d. h. also die Anzahl der Classen 
nicht äquivalenter ursprünglicher Formen der 6 ten Art für die nega- 
tive Determinante D — — z/, so wird der Grenzwerth der ganzen 
linken Seite gleich 

GJ3tqp(2z/) 



§• 96. 

Gehen wir nun zur rechten Seite der Gleichung über, so ha- 
ben wir wieder mit Hülfe der in den Supplementen (IL §. 117) 
aufgestellten Principien den Grenzwerth des Productes 



zu ermitteln, wo das Summenzeichen sich auf alle positiven gan- 
zen Zahlen n bezieht, die relative Primzahlen gegen 2 z/ sind. Be- 
zeichnet man nun mit v, v\ v" . . . die g? (2 z/) ersten dieser Zah- 
len, nämlich diejenigen, welche <;2z/ sind, so kann man die vor- 
stehende Summe in <p (2 z/) Partialsummen von der Form 
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^jv' + e + (v + 24j»+e + (v + 4jy + Q + (i/f6J)'+^ j 

zerlegen, in welcher die unter dem Exponenten (1 -|- q) stehen- 
den Zahlen jedesmal eine arithmetische Reihe von der Differenz 
2J bilden; da nun nach dem in den Supplementen behandelten 
speciellen Fall der Grenzwerth einer solchen Partialreihe 




und also unabhängig von v ist, so wird der Grenzwerth der gan- 
zen Summe 

2z/ ' 

und mithin wird der Grenzwerth der ganzen rechten Seite der 
Hauptgleichung 

lim . 

Da aber beide Seiten für jeden Werth von s > 1, d. h. für jeden 
positiven Werth von q identisch sind, und da sie folglich, wenn 
überhaupt einen, nothwendig denselben Grenzwerth haben müs- 
sen, so ergiebt sich aus der Vergleichung, indem wir D = — /I 
restituiren, 

als Ausdruck für die Classenanzahl der ursprünglichen Formen <s ter 
Art (mit positiven äussern Coefficienten) für eine negative Deter- 
minante D; hierin ist ferner 

x = 4, wenn D = — 1, 

x = 6, wenn D = — 3 und 6 = 2, 

x = 2 in den übrigen Fällen; 

und 

(o = 2, wenn 0=1, 

oj — 1, wenn 6 = 2 und I) = 1 (mod. 8), 
a = 3, wenn tf — 2 und D == 5 (mod. 8). 



17* 
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§. 97. 

Für Formen der ersten Art erhalten wir daher, indem wir 
6 = 1, x = 2 und a = 2 setzen, 

mit Ausnahme des einzigen Falles D = — 1, in welchem x nicht 
= 2, sondern = 4 ist, und folglich 

, i= ± lim vlrJ)^ 
x n l + Q 

wird; es wird später (§§.101,105) allgemein gezeigt werden, dass 

\ « / w 1 + Q \n J n 

ist, vorausgesetzt, dass auf der rechten Seite die, Glieder ihrer 
Grösse nach geordnet werden; in dem speciellen Fall D = — 1 
wird daher 

da der Werth der in der Parenthese befindlichen unendlichen 
Reihe von Leibnitz bekanntlich = \ it ist ; hierin liegt also eine 
Bestätigung unserer Principien, da in der That für die Determi- 
nante D = — 1 nur eine einzige Classe von Formen (mit positi- 
ven äussern Coefficienten) existirt. 

Wir wolleu nun mit der vorstehenden Formel für die Classen- 
anzahl h der Formen der ersten Art die für die Anzahl h' der 
Formen der zweiten Art vergleichen. Wir unterscheiden zu dem 
Zweck die beiden Fälle, in welchen D = 1 oder D = 5 (mod\ 8) 
ist Im ersten Fall ist x = 2 und 0 = 1, folglich 

h' = ^V"=~Ö • \iml(-)~ = h\ 
je \nJn l + Q ' 

im zweiten Fall dagegen ist a = 3 und x = 2, also 

v = i. »y=2>.ii»2(2) -L. = U 

3 n Xn/n 1 *? 3 ' 
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ausgenommen den einzigen Füll D — — 3, in welchem x nicht 
= 2, sondern = 6, und folglich wieder 

h' = h 

ist Wir können daher so zusammenfassen: es ist 

h' = Ä, wenn J) ~ 1 (mod. 8), und für D = — 3; 

h' = | Ä, wenn D = 5 (mod. 8), ausgenommen D = — 3. 

Diese Beziehungen zwischen der Anzahl der Formen der ersten 
und der zweiten Art hat schon Gauss gefunden, aber auf einem 
ganz andern Wege.*) 



§. 98. 

Wir haben nun dieselbe Untersuchung für den Fall einer po- 
sitiven Determinante D = d zu wiederholen. Betrachten wir zu- 
nächst die linke Seite, so zerlegen wir wieder jede auf eine be- 
stimmte Form (a, 6, c) bezügliche Hauptsumme in aJ<p(2J) Par- 
tialsummen von der Form 

y 1 

9 "(ax» -\-2bxy + cy 2 ) l + Q' 

in deren jeder die Summationsbuchstaben alle Werthenpaare 

x = 24v + a, y = 2<dto -f y (1) 

zu durchlaufen haben, die einer bestimmten Combination (a, y) 
und allen ganzzahligen Werthen v, w entsprechen ; jetzt aber tre- 
ten ausserdem noch die Isolirungsbedingungen II) hinzu, denen 
gemäss 

T 

y ^ 0, ax + by > -jj y (2) 

sein soll. Diese letztern Bedingungen haben, wie wir schon frü- 
her gesehen haben (§. 87), zur Folge, dass 

ax + (b + VD)y, ax + (b - VD) y t 
und also auch 



*) Disquisüiones Ärithmeticae art. 256. VI. 
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ax 2 -f 2bxy -f cy* 

positive Zahlen sind, und wir können daher wieder die in den 
Supplementen aufgestellten Prineipien auwenden; bezeichnen wir 
mit t einen beliebigen positiven Werth und mit T die Anzahl der- 
jenigen in den Reihen (1) enthaltenen und zugleich den Bedin- 
gungen (2) genügenden Werthenpaare x, y, für welche 

ax* + 2bxy + cy^t (3) 

ist, so haben wir nur den Grenzwerth des Quotienten T: t für un- 
begrenzt wachsende Werthe von t zu bestimmen, um dadurch zu- 
gleich den Grenzwerth der obigen Partialsumme zu finden, welche 
der einen Combination (a, y) entspricht. Setzen wir wieder (in- 
dem wir Vt positiv nehmen) 

„ x y 

t = W v = Vt' 

und sehen wir f, r\ als rechtwinklige Coordinatcn eines Punctes 
einer Ebene an, so ist T die Anzahl derjenigen in der Doppelreihe 

t 24 a 24 . y 

i = W v + Vt' ,= vT + W 

enthaltenen Gitterpuncte, welche den drei Ungleichheiten 

a| 2 + 2Hn + cn 2 ^ i 

Genüge leisten, d.h. welche innerhalb eines Stückes der Ebene 
liegen, das zum Theil durch die Axe der |, zum Theil durch eine 
durch den Nullpunct gehende Gerade, und endlich durch eine Hy- 
perbel begrenzt wird, die den Nullpunct zum Mittelpuncte hat. 
Bezeichnen wir mit B den Flächeninhalt dieses Stückes der 
Ebene, so wird nach den in den Supplementen aufgestellten Prin- 
eipien, wenn t unendlich gross und also die Kante ö = 24 : Vt 
der Gitterquadrate unendlich klein wird, 

lim T • d 2 = 44 . lim = B, 

t 

also 

y T B 



■ 
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sein. Da dieser Grenzwerth zugleich der Grenzwerth der Partial- 
sumnie ist, welche sich auf die eine Combination (a, y) bezieht, so 
wird, da hierin die Wcrthe a, y ganz herausgefallen sind, jede der 
aJ(p(2J) Partialsuinmen, welche den verschiedenen Combinatio- 
nen («, }-) cutsprechen und welche zusammen die auf die Form 
(a, b, c) bezügliche Hauptsumme constituiren, denselben Grenz- 
werth haben; und mithin wird 

der Grenzwerth der ganzen Hauptsumme 

1 



(ax* + 2bxy -f- cy*) x + Q 

sein. Um nun den Flächeninhalt B des durch die drei obigen 
Ungleichheiten definirten Hypcrbelsectors zu finden , wird man 
am besten Polarcoordinaten r, q> einführen, indem man 

| = r cos cp, rj = r sin (p 

setzt, wo, wie gewöhnlich, r stets positiv und cp zwischen 0 und 2x 
genommen werden soll, was hinreicht, um jeden Punct (£, rj) der 
Ebene einmal und nur einmal zu erzeugen. Durch diese Trans- 
formation verwandeln sich die frühern Grenzbedingungen in fol- 
gende : 

sinqp g 0; cotang (p > -i ^— — b^', 

r 2 (a cos (p 2 -f 2 & cos <p sin qp -f- c sin cp 2 ) ^ 1 , 

und wir wiederholen die frühere Bemerkung, dass für jeden den 
beiden ersten Bedingungen genügenden Winkel cp die Grössen 

a cos <p -f (6 -f VD) sin (p, a cos (p -f (& — VD) sin <p , 
a cos cp 2 -f- 2 & cos 9? sin 9 -f- c sin qp 2 

positiv sind, so dass also innerhalb des durch diese beiden ersten 
Bedingungen begrenzten Winkelraums keine Asymptote, sondern 
nur ein endliches Stück der Hyperbel liegt, woraus schon folgt, 
dass der entsprechende Sector jedenfalls einen endlichen W T erth 
hat *). Dieser wird bekanntlich durch die Formel 

*) Hieraus folgt wieder nachträglich die Convergenr der bisher betrach- 
teten Reihen für jeden positiven Werth von q, d. h. für jeden Werth von 
8 > 1. 
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B = ffrdrd<p = \fr*d<p 

gefunden, wo nun in dem einfachen Integral rechts für r J der in 
der Peripherie der Hyperbel geltende Werth 

„ = 1 

acosqp 2 -f 2dcos(psinqp -f csiny 3 
all 1 



2VD j acotangy-f b — VD a cotang <p + b -f VD \ siny' 

zu setzen ist; wir erhalten daher, indem wir cotang <p als neue 
Variabele betrachten, und 

-sln^=-dcotang9 
setzen, das unbestimmte Integral 

1 J r*dq> = 

1 r ad cotang y 1 r a d cotang y 

*VdJ a cotang <p + b -fVD 4VW a cotangy + b- VD 

1 j q cotang y -f b 4- Vi) 

4VD a cotang <p + b — VD* 

diese Integration ist aber auszudehnen über alle Werthe von 
9, welche einen positiven Sinus haben, also von <p = 0 ab bis zu 
dem Werth, wo U (a cotang qp-ft) = T wird; dieser Endwerth 
von (p ist durch die Bedingung, dass hin cp positiv sein soll, voll- 
ständig bestimmt, und wir haben schon oben darauf hingewiesen, 
dass innerhalb dieses ganzen Winkelraums die beiden Grössen 

a cotang tp -f b -f- VD, a cotang <p -f b — VD 

stets das positive Zeichen behalten, so dass das obige unbestimmte 
Integral eine stetige reelle Function von <p ist, woraus folgt, dass 
wir nur die beiden Grenzen in dasselbe einzusetzen haben. Auf 
diese Weise erhalten wir 

±Vd b t-uVd 2VD <t 

Der Grenzwerth der auf die Form (o, b t c) bezüglichen Haupt- 
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summe wird daher, wenn man statt d wieder D schreibt, gleich 

*>y(2P) ^ r-f UVB 
SDVD g * ' 

worin, wie früher, T, U die beiden kleinsten der unbestimmten 
Gleichung T* — DU 2 = <s- genügenden positiven Zahlen bedeu- 
ten. Mithin zeigt sich auch hier, wie früher bei den Formen von 
negativer Determinante, dass der Grenzwerth einer auf eine ein- 
zelne Form (a, 6, c) des Systems S bezüglichen Hauptsumme nur 
von der Determinante D (und der Art ö), dagegen gar nicht von 
dem individuellen Charakter der Form abhängt, dass er also für 
alle diese Formen derselbe ist. Bezeichnen wir wieder mit h die 
Anzahl aller in S enthaltenen Formen, d. h. die Anzahl aTier Gas- 
sen ursprünglicher Formen der Art für die positive Determinante 
D, so ist daher 

sdVd ö 

der Grenzwerth, welchem sich für unendlich abnehmende posi- 
tive Werthe von g die linke Seite unserer Hauptgleichung nähert. 
Auf der rechten Seite ist x = 1, ferner ebenso wie früher bei For- 
men von negativer Determinante 

n y 1 *p(2J) _ <p(2D) 

und folglich erhalten wir durch Vergleichung beider Seiten der 
Hauptgleichung das Resultat 



§. 99. 

Für Formen der ersten Art ist ö = 1 und © = 2; hieraus 
folgt für die Anzahl der Classen ursprünglicher Formen erster 
Art der Ausdruck 

, iVD r V /D\ 1 

h ~ log (T+ üVD) ' hm 1 ' 
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wo T, U die kleinsten der Gleichung 

T 2 — DU 2 — 1 

genügenden positiven ganzen Zahlen bedeuten. Ist ferner D = l 
(mod. 4), so existiren auch Formen der zweiten Art, deren Anzahl 
wir mit h' bezeichnen wollen; es ist dann ö = 2 und w = 1 oder 
= 3 zu setzen , je nachdem D = 1 (mod. 8) oder = 5 (mod. 8) 
ist; wir erhalten daher, wenn wir zur Unterscheidung mit T\ V 
die kleinsten der unbestimmten Gleichung 

genügenden ganzen positiven Zahlen bezeichnen, 

W = I • , , 2VD ■ Um i(?)4tt- 

€0 log KT» -f U'VD) W» 1 + * 

Nun ist einleuchtend, dass jede Auflösung (t, u) der Gleichung 
t 2 — Du' 1 = 1 durch Verdoppelung eine Auflösung (f = 2t, 
u' = 2tt) der Gleichung t' 2 — Du' 2 = 4 giebt, und umgekehrt, 
dass man durch Halbirung jeder geraden Auflösung {t\ u') der 
letztern eine Auflösung (t, u) der erstem erhält. Hieraus folgt 
unmittelbar, »dass (f = 2 Z 7 , u' = 2 IT) jedenfalls die kleinste ge- 
rade Auflösung der Gleichung t' 2 — Du' 2 = 4 ist. Ist nun zu- 
nächst D = 1 (mod. 8), so kann diese Gleichung überhaupt nur 
gerade Auflösungen haben; denn wäre eine der beiden Zahlen 
t\ u' und folglich auch die andere ungerade, so wäre die linke 
Seite durch 8 theilbar, während sie doch = 4 sein soll ; in diesem 
Fall ist daher 

T' = 2T, £' = 2 17, r±JpÜ> =T +uVDi 

und da ausserdem a — 1 ist, so ergiebt sich 

h' = h, wenn D = 1 (mod. 8). 

Im andern Fall D = 5 (mod. 8) kann die Regel nicht so be- 
stimmt ausgesprochen werden, indem bei manchen dieser Deter- 
minanten die kleinste Auflösung (T\ V) wieder eine gerade, bei 
andern aber eine ungerade ist. Im ersten dieser beiden Fälle ist 
dann wieder T — 2 J, Ü' = 2 U und folglich, da ra = 3 ist, 

h' = Jä, wenn D = 5 (mod. 8) und T\ U' gerade; 



Dig 
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es giebt unterhalb 200 nur 5 Determinanten, nämlich 37, 101, 
141, 189, 197, für welche dieser Fall eintritt. 

Im zweiten Falle, wenn T\ U f ungerade sind, haben wir un- 
ter allen positiven Auflösungen (/', w'), welche (§. 85) aus der 
Formel 

t' + u'VD _ / T'+ U'VD V 

für positive Werthe von n entspringen, die kleinste gerade aufzu- 
suchen. Versuchen wir daher die nächst grössere Auflösung, 
welche dem Exponenten n = 2 entspricht, so erhalten wir 

v = T ' 2 * 2 DU '\ u' = riT\ 

da u' offenbar ungerade ist, so gehen wir zu dem folgenden Ex- 
ponenten n = 3 über, um die nächst grössere Auflösung zu prü- 
fen; da finden wir 



t , T* -f 3 BT' V 2 = r T'* + 



3DU'* 



4 4 
und da 

T'i = == 1 (mod. 8), SD es — 1 (mod. 8) 

ist, so folgt, dass t' und folglich auch w' gerade Zahlen werden, 
und also V = 2T, W = 2 ü ist. Wir haben daher in diesem 
Fall 

und 

log r+cr'Vj _ llog(T+uVD) . 

berücksichtigt man ferner, dass o = 3 ist, so ergiebt sich die 
Relation 

h' = Ä, wenn D = 5 (mod. 8), und T\ U' ungerade. 
Auch für positive Determinanten hat Gauss*) ebenfalls die 



*) Dtsquisitiones Arithmeticae art. 256. VI. 
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Relationen zwischen den Anzahlen der Formen der ersten und 
zweiten Art aufgestellt, für den letzten Fall aber, in welchem 
D = b (raod. 8) ist, in ganz anderer Form; er zeigt nämlich, dass 
die drei ursprünglichen Formen 

(1, 0, -D), (4, l, i^-?), (4, 3, 2=5) 

entweder alle äquivalent sind, oder drei verschiedenen Classen 
angehören; und je nachdem das Erstere oder Letztere eintritt, 
ist h' = h oder h' = \ h. 



§. 100. 

Nachdem wir im Vorhergehenden für alle Fälle gezeigt haben, 
wie die Ciassenanzahl der Formen zweiter Art aus der der For- 
men erster Art gefunden werden kann , beschränken wir die fer- 
nere Untersuchung lediglich auf die Bestimmung der letztern. 
Bevor wir aber dazu übergehen, können wir eine weitere Zurück- 
führung unserer Aufgabe vornehmen, indem wir zeigen, dass man 
nur solche Determinanten D zu betrachten braucht, welche durch 
keine Quadratzahl (ausser 1) theilbar sind. 

Ist D f eine beliebige Determinante, so kann man immer 
D' = D S 2 setzen, wo S 2 das grösste in D' aufgehende Quadrat, 
und also D ein Product aus lauter ungleichen Primzahlen (oder 
auch = — 1) ist, welches dem Zeichen nach mit D' überein- 
stimmt; dann lässt sich die Ciassenanzahl der Formen von der 
Determinante D' auf die der Formen von der Determinante D 
zurückführen. Bezeichnen wir alle auf die Determinante D' be- 
züglichen Grössen durch beigesetzte Accente, so wollen wir zu- 
nächst die beiden Summen 

mit einander vergleichen, in welchen wir der Bequemlichkeit 
halber s statt 1 -f- q geschrieben haben. In der zweiten muss der 
Buchstabe n' alle positiven Zahlen durchlaufen, welche relative 
Primzahlen gegen 2D' sind. Bezeichnen wir mit q' alle positiven 
ungeraden nicht in D f aufgehenden, und, wie früher, mit q alle 
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positiven ungeraden nicht in D aufgehenden Primzahlen, so ist, 
wie wir früher gesehen haben, 



1 ( n) «' - 11 _ { /D\ 1 



und natürlich ebenso 

Offenbar bildet nun das System der Primzahlen q' nur einen 
Theil der Primzahlen g, denn eine in D'=DS 2 nicht aufgehende 
Primzahl g' geht auch nicht in D auf und ist folglich eine der 
Primzahlen q. Das System der Primzahlen q besteht daher aus 
dem der Primzahlen q' und aus solchen ungeraden Primzahlen r, 
welche nicht in D, wohl aber in D' , also auch in S aufgehen, 
und deren Anzahl offenbar endlich ist Das auf die Determinante 
D bezügliche unendliche Product wird sich daher in folgender 
Weise zerlegen 

n — ^nr-r = n ^—r- • n 1 



'-(f)7~ • - (?) 7- -m* 

da nun ferner D' = Z>5 2 und folglich 

© - m = (?) 

ist, so erhalten wir, indem wir statt der beiden unendlichen Pro- 
ducta wieder die unendlichen Reihen aufschreiben, das Resultat 



und hieraus 



«^©^="('-(?)»»" s ©^' 
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worin also das Productzeichen sich auf alle ungeraden in S, aber 
nicht in D aufgehenden Primzahlen r bezieht. 

Nachdem wir so für positive wie negative Determinanten das 
Verhältniss zwischen den beiden analogen Grenzwerthen bestimmt 
haben, die als Factoren in den Ciassenanzahlen h und h' für die 
Determinanten D undD' auftreten, müssen wir wieder die beiden 
Hauptfälle von einander trennen. 

Ist zunächst D' und folglich auch D negativ, so haben wir 
(da wir uns auf Formen der ersten Art beschränken) 



den einzigen Fall ausgenommen, in welchem D = — 1. Ebenso 
ist 



h' = 



: lim v m * . 

\n'J n n + e 



Mit Ausnahme des Falles D = — 1 ist daher, mit Rücksicht auf 
das eben gefundene Verhältniss der beiden Grenzwerthe der un- 
endlichen Reihen, 

V - * X 8 • n (l - (") i) ; 

ist aber D— — l, also x = 4, A = 1, und D' = — S 2 nicht eben- 
falls = — 1, also £>»1, so ist die Ciassenanzahl für eine solche 
Determinante D' gleich 

\s n (i - LJL — ) . 

Für positive Determinanten haben wir folgende Formeln er- 
halten: 

»=. u m£ ffi_i_ 

log {T + UVD) W 



iog(r+ u'Vn') VW n ' l+9 

wo T\ U' die kleinsten positiven Zahlen bedeuten, die der Glei- 
chung T* — D'U' i =l genügen; hieraus ergiebt sich 
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und es kommt nur noch darauf an, das Verhältniss der beiden 
Logarithmen in rationaler Form anzugeben. Offenbar liefert 
nun jede Lösung (<', u') der Gleichung 

t >2 _ = l, d. h. r« - ZWi*'* = 1 

eine Lösung der Gleichung 

** — Dt<2 = 1, 

in welcher 

t = t', u = Su', 

also das zweite Element u durch S theilbar ist; und umgekehrt, 
sobald in der Lösung (t, u) das zweite Element u durch S theil- 
bar ist, so erhält man hieraus eine Lösung der erstem. Hieraus 
folgt, dass die beiden Zahlen 

t = T', u = SU' 

die kleinste positive Lösung der zweiten Gleichung bilden, in 
welcher das zweite Element durch S theilbar ist; man kann daher 

T' + SU'VD = T'+U'VD' = (T-f üVD) X 

setzen, wo X der kleinsto positive ganze Exponent ist, für wel- 
chen der irrationale Bestandtheil der Potenz einen durch S theil- 
baren Coefficienten erhält; und dann ist 

,-»xi.*.n(i-(2)I). 

Setzt man, wie früher, 

(T+ UVD)"=ty + UyVD t 

so lässt sich der Werth von X unmittelbar angeben, wenn für jede 
einzelne in S aufgehende Primzahl p die kleinste Zahl v bekannt 
ist, für welche u durch p theilbar, und zugleich die höchste 
Potenz von p gegeben ist, welche dann in u y aufgeht*); doch 



*) Dirichlett üeber eine Eigenschaft der quadratischen Formen von 
positiver Determinante (Crelle's Journal L1II). 
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gehen wir hierauf nicht weiter ein, da der Hauptzweck, das Ver- 
hältniss zwischen den Classenanzahlen h und h' fiir die Deter- 
minanten D und D' = DS 2 zu finden, erreicht ist. 

Dieselbe Aufgabe ist, wenigstens für negative Determinanten, 
auch schon von Gauss gelöst *). 



§• 101. 

In Folge der vorhergehenden Untersuchungen können wir 
uns auf den Fall beschränken, in welchem die Determinante D 
durch kein Quadrat ausser 1 theilbar ist, und es bleibt nur noch 
übrig, den Grenzwerth der unendlichen Reihe 

1 (?\ — 

für unendlich abnehmende positive Werthe von g wirklich zu be- 
stimmen. Bezeichnet man mit p\ p", p"' . . . die sämmtlichen 
positiven ungeraden Primzahlen, welche in D aufgehen, und mit 
P ihr Product , so ist 

entweder D — + P, oder D = + 2P; 

in den Fällen D = — 1 und D = ± 2 ist P = 1 zu setzen. 

Um nun die verschiedenen Fälle bequem zusammenfassen zu 
können, fuhren wir zwei positive oder negative Einheiten 6 und 6 
ein; wir setzen nämlich ö = -f- 1 oder = — 1, je nachdem ±P= 1 
oder = — 1 (mod. 4), und ähnlich e = + 1 oder = — 1, je nach- 
dem B ungerade oder gerade ist. Wir haben also die folgenden 
vier Fälle : 

D = ± P = 1 (mod. 4), d = + 1, s = + 1 ; 
D = ± P == 3 (mod. 4), d = — l, £=-f 1; 
D = ± 2P = 2 (mod. 8), d = + 1, £ = - 1 ; 
i) = ± 2P == 6 (mod. 8), <5 = - 1, e = — 1. 

Man überzeugt sich leicht, dass in allen Fällen zufolge des ver- 
allgemeinerten Reciprocitätssatzes (§. 46) 



•) Disquisitiones Arithmeticae art. 25G. V. Die obigen Sätze sind auf 
anderm Wege auch von Lipschitz bewiesen (Crelle's Journal L1II). 
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ist. Schreiben wir ferner s statt 1 + p, so haben wir den Grenz- 
werth der unendlichen Reihe 



zu untersuchen für den Fall , dass der unechte Bruch s sich der 
Einheit unbegrenzt nähert So lange s>l bleibt, ist diese Reihe 
immer convergent, und zwar ist ihre Summe durchaus unab- 
hängig von der Ordnung, in welcher man ihre Glieder auf ein- 
ander folgen lässt; ist aber s = 1, so gehört diese Reihe zu der 
Classe derjenigen, in welcher die Summe der positiven Glieder 
für sich, so wie die der negativen Glieder für sich genommen un- 
endlich gross ist. Da nun unter der Summe einer uuendlichen 
convergirenden Reihe stets der Grenzwerth verstanden wird, wel- 
chem sich die Summe ihrer ersten n Glieder nähert, wenn die 
Gliederanzahl n unbegrenzt wächst, so sieht man leicht ein, dass 
bei einer unendlichen Reihe von dieser eigenthümlichen Beschaf- 
fenheit erst dann von ihrer Convergenz und von ihrer Summe die 
Rede sein kann , nachdem ihre sämmtlichen Glieder in eine be- 
stimmte Ordnung gebracht sind, nach welcher eines auf das an- 
dere folgt; denn die Summe, wenn sie überhaupt existirt, hängt 
wesentlich von der Compensation ab, welche zwischen den für 
sich allein unendlich wachsenden positiven und negativen Bestand- 
teilen gerade durch diese Anordnung der Glieder hervorge- 
bracht wird. Eine solche unendliche Reihe hat daher ganz ver- 
schiedene Summen, je nach der verschiedenen Anordnung der 
Glieder. Aber gesetzt auch, dies wäre gar nicht der Fall, son- 
dern die Reihe hätte auch für den Werth s = 1 einen vollstän- 
dig bestimmten Werth, so würde sich immer noch fragen, ob dieser 
Werth auch der Grenzwerth ist, welchem sich der Werth der 
Reihe unendlich nähert, wenn s sich der Einheit unendlich nähert, 
d. h. es würde sich fragen, ob der Werth der unendlichen Reihe 
sich an der Stelle s = 1 stetig mit s ändert. 

Um über alle diese Zweifel zu entscheiden, betrachten wir 
folgende allgemeinere Reihe 




ai «a 




+ 
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Fünfter Abschnitt. 



unter der einzigen Voraussetzung, dass die Summe 

ß n = «i 4- + • • • ■+■ a n 

ihrem absoluten Werth nach eine bestimmte endliche Grösse C 
nie überschreitet, wie gross auch n genommen werden mag. Dann 
lässt sich zeigen, dass die so angeordnete unendliche Reihe für 
jeden positiven Werth des Exponenten s (excl. s = 0) convergirt, 
und für alle diese Werthe von s zugleich eine stetige Function von 
s ist. 

Zu diesem Zweck vergleichen wir die vorstehende Reihe mit 
der folgenden 



Die Summen der ersten n Glieder der erstem und letztern Reihe 
unterscheiden sich von einander nur um 



da nun der Voraussetzung nach ß n seinem absoluten Werth nach 
stets unterhalb der endlichen Grösse C bleibt, und s positiv ist, 
so wird dieser Unterschied mit unbegrenzt wachsendem n unend- 
lich klein werden. Nähert sich daher die Summe der ersten 
n Glieder der einen Reihe einem bestimmten Grenzwerth , d. h. 
convergirt die eine Reihe, so ist dies auch mit der andern der 
Fall, und zwar hat sie dieselbe Summe. Wir brauchen daher die 
obigen Behauptungen nur für die letztere Reihe zu beweisen; dazu 
betrachten wir die Summe von beliebig vielen Gliedern, welche 
auf die ersten n Glieder folgen : 



(n+1) 





da die Differenzen 

1111 



+ (» + 2)« 1 («-f2)< (n + 3)' 

sämmtlich positiv sind, und ihre Factoren 

ßn + li ßn+3 • • • 
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absolut genommen sämmtlich kleiner als 0 sind, so ist die Summe 
dieser m Glieder absolut genommen auch kleiner als das Product 
aus C und der Summe jener m Differenzen, d. h. kleiner als 

° (öHMT' - (n + m + 1)') 
und folglich auch kleiner als 

die Summe dieser m Glieder der Reihe kann daher, wie gross ihre 
Anzahl m auch genommen werden mag, durch hinreichend grosse 
Werthe von n kleiner gemacht werden, als jeder vorher vorge- 
schriebene noch so kleine Werth. Das Stattfinden dieser Erschei- 
nung ist aber bekanntlich nicht nur ein erforderliches, sondern 
auch ein ausreichendes Kennzeichen für die Convergenz einer 
jeden unendlichen Reihe. 

Nachdem so für jeden positiven Werth von $ die Convergenz 
der Reihe gezeigt ist, haben wir noch zu beweisen, dass der Werth 
der Reihe sich stetig mit s ändert ; wir weisen dies nach für das 
Gebiet aller positiven Werthe von s, die grösser sind als ein be- 
stimmter positiver Werth <J; da man nämlich, wie klein ein von 
Null verschiedener positiver Werth s auch sein mag, immer noch 
einen positiven Werth ö angeben kann, welcher unterhalb s liegt, 
so wird der Beweis dann wirklich für alle positiven Werthe s 
(excl. s = 0) gelten. Nun können wir die ganze Reihe als aus 
zwei Theilen bestehend ansehen, deren erster die Summe ihrer 
ersten n Glieder 

also eine stetige Function von s ist, während der zweite, wie im 
Vorhergehenden bewiesen ist, sicher 

C C 
<< — und also auch <Z —z 
n* w 

ist; dieser letztere Theil kann also durch die Wahl eines hinrei- 
chend grossen Werthes von «, d. h. durch eine zweckmässige Zer- 
legung der ganzen Reihe, kleiner gemacht werden, als irgend ein 
vorgeschriebener Werth; und zwar wird, was besonders wichtig 
ist, für alle Werthe von s >• 6 dies durch einen und denselben 

18* 
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Werth von n, d. h. durch eine und dieselbe Zerlegung der unend- 
lichen Reihe bewirkt werden. Da nun der erste Bestandteil ste- 
tig ist, so kann eine etwaige Unstetigkeit des Ganzen nur von 
einer Unstetigkeit des zweiten Bestandteils herrühren, und folg- 
lich muss, da dieser zweite TheiL für alle in Betracht kommenden 
Werthe von s absolut genommen < Cn~ a ist, die Grösse einer 
plötzlichen Werthänderung beim Durchlaufen eines bestimmten 
Werthes von s jedenfalls < 2Cn~ a sein. Da wir aber durch 
zweckmässige Wahl von « diesen Werth beliebig klein machen 
können, so folgt, dass gar keine Unstetigkeit vorkommen kanu; 
denn fände wirklich ein Sprung um eine Grösse (i Statt, so nehme 
man n so gross, dass 2Cn~ a < ft wird, so ergiebt sich augen- 
blicklich der Widerspruch. 

Nachdem so die Convergenz und Stetigkeit der zweiten und 
folglich auch die der ersten Reihe bewiesen ist, kehren wir zu 
unserer Reihe 

V ,*..-»,*<»•-•) J. 

zurück, auf welche wir die eben entwickelten Principien anwen- 
den wollen. Doch wird es zweckmässig sein, hier die vier ver- 
schiedenen Fälle von einander zu sondern, welche den verschie- 
denen Vorzeichen von 8 und s entsprechen. 



§. 102. 



Ist zunächst D ungerade und von der Form 4» + 1, so ist 
£ = 1 und 8 — 1, und wir haben daher die unendliche Reihe 

zu betrachten, in welcher n alle positiven ungeraden Zahlen zu 
durchlaufen hat, die relative Primzahlen gegen P sind. Wir for- 
men sie zunächst so um, dass die Summation auch auf die gera- 
den Zahlen auszudehnen ist; dazu multipliciren wir sie mit der 
unendlichen Reihe 
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wo der Summationsbuchstabe r alle ganzen Zahlwerthe 0, 1, 2 
3 . . . durchläuft; das Product dieser beiden unendlichen Reihen 
besteht, wenn man die Multiplication ausführt, aus Gliedern der 
Form 



in welchen die Zahlen m = 2 r • n lauter (gerade und ungerade) 
relative Primzahlen gegen P sind; da umgekehrt jede relative 
Primzahl gegen P stets und nur auf eine einzige Weise iu die 
Form 2 r • n gebracht werden kann, so wird auf diese Weise jede 
solche relative Primzahl m einmal erzeugt, und es werden keine 
andern Zahlen erzeugt. Mithin ist das Product der beiden unend- 
lichen Reihen gleich der unendlichen Reihe 



wo also der Summationsbuchstabe m auf der rechten Seite alle 
positiven relativen Primzahlen gegen P zu durchlaufen hat; ja, 
man kann m alle ganzen positiven Zahlen ohne Ausnahme durch- 
laufen lassen, vorausgesetzt, dass (wie auch in den Supplementen 



I. §. 116 geschehen ist) dem Legendre'schen Symbol (-p j stets 



der Werth Null beigelegt wird , so oft m einen gemeinschaftlichen 
Divisor mit P hat. Die unendliche Reihe 



hat nun für jeden Werth von s > 1 eine bestimmte von der An- 
ordnung der Glieder unabhängige Summe; ordnen wir aber die 
Glieder so, dass m successive die Wcrthe 1, 2, 3 . . . durchläuft, so 
bildet diese Reihe einen speciellen Fall der oben betrachteten all- 
gemeinen Reihe; denn es lässt sich leicht zeigen, dass die Summe 
der w ersten Coefficienten 





und folglich ist 



*(*)i=0-(*)i)*(5)= 
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ihrem absoluten Werth nach stets unter einer endlichen Grenze 
bleibt, wie gross auch n genommen werden mag ; aus den Supple- 
menten (I. §. 116) oder auch aus §. 52 folgt nämlich, dass die 
Summe von je P aufeinander folgenden Symbolen, deren Zähler 
also ein vollständiges Restsystem nach dem Modul P bilden, = 0 
ist, und hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass die Summe von be- 
liebig vielen aufeinander folgenden Symbolen absolut genommen 
stets unter \ P oder sogar unter J cp (P) liegt. Mithin ist die so 
angeordnete unendliche Reihe eine convergirende und zugleich 
eine stetige Function von s, so lange s positiv ist ; der Grenzwerth, 
welchem diese Reihe sich nähert, wenn s der Einheit unendlich 
nahe kommt, ist daher 

und folglich wird 

»»*(?)M'-(4)i) 2 (?H. 

wo in der Summe rechts der Buchstabe m alle positiven Zahlen 
der Reihe nach durchlaufen muss. 

§. 103. 

Die nun noch auszuführende Summation kann mit Hülfe des 
in den Supplementen (I. §. 116) bewiesenen Satzes auf verschie- 
dene Arten bewerkstelligt werden, entweder durch Zurückfuhrung 
auf Fourier'sche Reihen, oder durch die Integration eines ratio- 
nalen Bruchs. Wir schlagen den letztern Weg als den directern 
ein. Bedeutet m irgend eine positive Zahl, so ist bekanntlich 

i = y>-**, 

und folglich ist auch 

o 



Da nun der Coefficient 




für alle einander nach dem Modul 
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P congruenten Zahlen m denselben Werth hat, so ist die Summe 
der ersten kP Glieder unserer Reihe gleich 




wo zur Abkürzung 

/(*) = 2 g,) xf 

gesetzt ist, und der Summationsbuchstabe p die PWerthe 

1, 2, 3 • . . P 

durchlaufen muss. Da dieselben ein vollständiges Restsystem in 
Bezug auf den Modul P bilden, so ist nach einem schon öfter be- 
nutzten Satze 

/(1) = Z ($) = <>; 

es ist folglich f(x) theilbar durch (x — 1), und mithin hat der 
Bruch 

x \ — x p K ' 

im ganzen Integrationsintervall endliche Werthe. Hieraus folgt 
leicht, dass mit unbegrenzt wachsendem Je das Integral 

i 

f F(x)x kP dx 
unendlich klein wird, und wir erhalten folglich 

die Aufgabe ist mithin darauf zurückgeführt, einen echten ratio- 
nalen Bruch zu integriren, was bekanntlich durch Zerlegung des- 
selben in sogenannte Partialbrüche geschieht. Setzen wir zur 
Abkürzung 

2 m 

V-l = t, e ' = 0, 
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so ist in unserm Fall der Nenner 

x p — 1 = II (x — 0«), 

wo das Productzeichen sich auf den Buchstaben a bezieht, welcher 
ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modul P durch- 
laufen mus8; wir setzen fest, dass a die Werthe 

0, 1, 2 ... (P - 1) 
durchlaufen soll; man erhält dann nach bekannten Regeln 



P X— 0« ' 

wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben a bezieht. Nach 
der oben eingeführten Bezeichnung ist nun 

2 ani 



( a \ 2ani 



und diese Summe ist vermöge des in den Supplementen (I. §.116) 
bewiesenen Satzes 



j V* (P—D* 



wo die Quadratwurzel yP positiv zu nehmen ist. Die Zerlegung 
in Partialbrüche liefert uns also das Resultat 

i'/< (/>-»' (p) 

*(*) = -—. 

wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben a bezieht, der 
nur alle die positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen braucht, 
welche <; P und relative Primzahlen zu P sind; denn wenn a 
nicht relative Primzahl gegen P ist, so ist 



Die nun auszuführenden Integrationen der einzelnen tp (P) 
Partialbrüche sind in der einen Formel 



f x - d a-bi = * log |(*- a )' + **j + i aretang^ a 
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oder 

/ ^irpi = i l °e | Ä " ~ 2x 0088 + 1 \ + * arctaDg * TinT * 

enthalten, aus welcher, wenn 0 < ö < 2* ist, 

i 

/ da; 

o 

log (2 sin \8) -f- i jarctang (tang |d) -f arctang(cotangd)J 

folgt, vorausgesetzt, dass die beiden Arcus, welche in der Paren- 
these stehen, in dem Intervall zwischen + } n und — \ n genom- 
men werden. Mag nun 8 zwischen 0 und «, oder zwischen x und 
2 * liegen, so ergiebt sich hieraus leicht, dass immer 

1 



0 
ist. 

Wenden wir dies auf unsern Fall an, so erhalten wir 
1 

dx 

x 



dx . A . an\ . (n an\ 



und folglich 

*©i- -s^*© 'S -¥)!• 

wo das Summenzeichen rechts sich auf alle 9 (P) Werthe von a 
erstreckt. Da nun 

=G)=o 

ist, so können die in der Parenthese befindlichen Glieder, welche 
von a unabhängig sind, wie log 2 und i \ n weggelassen werden, 
und man erhält dann 

v /m\ 1 e'ACP-D» v /«\ ( . an aiti \ 
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Dieses Resultat nimmt noch einfachere Formen an, wenn man 
die beiden Fälle P = 1 (mod. 4) und P = 3 (mod. 4) von ein- 
ander trennt. Im erstem Falle ist nämlich 

und folglich, da die linke Seite reell ist, 

~ / m\ 1 1 v , /a\ . an 

2 (?) m = ~ Kp) l0g 810 T 

=0; 

im letztern Fall dagegen ist 
und folglich 

v fm\ 1 n v/ a \ 

2 log sin y = 0. 

Diese beiden Vereinfachungen lassen sich auch auf folgende Weise 
verificiren. Bedenkt man, dass (P — a) dieselben Werthe wie a 
durchläuft, so folgt 

s(*)- = K^>--> = - s fir> 

v /«\. .an v /P-a\. . (P— a)n 
2 \j>) log sm -p = 1 y p ) lo 8 sin v — p 

ist nun P = 1 (mod. 4), so folgt hieraus 

ist dagegen P = 3 (mod. 4), so ergiebt sich 

2 log sin y = — 2 log sin y = 0, 
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§. 104. 

Hiermit ist nun für den von uns betrachteten Fall, in wel- 
chem die Determinante D = + P = 1 (mod. 4) und durch kein 
Quadrat theilbar ist, der gesuchte Grenzwerth 

wirklich in Form eines geschlossenen Ausdrucks gefunden, und 
um die Anzahl h der zu dieser Determinante D gehörenden ur- 
sprünglichen Formen der ersten Art zu erhalten, brauchen wir 
nur noch die beiden Fälle, in welchen D negativ oder positiv ist, 
. von einander zu trennen. 

Erstens. Ist D negativ = — P, und also P = 3 (mod. 4), 
so ist (§. 97) 

TT \ w / n' 

und da in diesem Fall 

-'(D£-('-(i)J)*(»i 

ist, so ergiebt sich 

wo a wieder alle positiven ganzen Zahlen durchlaufen muss, die 
<C P und relative Primzahlen zu P sind. Offenbar muss dieser 
Ausdruck für die Classenanzahl sich noch in der Weise umformen 
lassen, dass der Divisor P verschwindet. Dies lasst sich in der 
That durch folgende Betrachtung erreichen. Bezeichnet man mit 
a' diejenigen Zahlen o, welche < | P sind, so stimmen die Zah- 
len (P — a') mit denjenigen Zahlen a überein, welche > \ P sind; 
es ist daher 

2(D« = S$)rf+2(^i-) <*-«•)■ 
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wo die Summenzeichen rechts sich auf den Buchstaben «' bezie- 
hen; da nun P = 3 (mod. 4) und also 

- ff) © - - (ö 

ist, so erhalten wir 

Offenbar wird die Reihe aller Zahlen a aber auch erschöpft durch 
die sämmtlichen Zahlen 2 a' und (P — 2 a'), und folglich ist auch 

S (|)« = i(^) 2 «' + v(^:) ( p_ 2o0 

oder nach leichten Reductionen 

Zieht man diese Gleichung von der frühern ab, nachdem dieselbe 
mit 2 multiplicirt ist, so erhält mau 

I« -(Dl*©— «© 

und hierdurch verwandelt sich der obige Ausdruck für die Clas- 
senauzahl in den folgenden einfachsten: 

»-!($• 

Wir können daher für diesen Fall als Resultat unserer gan- 
zen Untersuchung folgenden Satz aussprechen: 

Ist P eine positive, durch kein Quadrat tJieilbare Zahl von der 
Form 4 n + 3, und bezeichnet man mit a ' alle relativen Primzahlen 
zu P, welche < j P sind, so findet man die Classenanzahl h der 
zu der Determinante D = — P gehörenden Formen der ersten Art, 
wenn man von der Anzald derjenigen der Zahlen a',für welche 

ist, die Anzahl der übrigen Zahlen a' abzieht. 

Der Ausdruck dieses Satzes vereinfacht sich in dem speciel- 
len Fall, wenn P eine einfache Primzahl ist, folgendermaassen 
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Ist der absolute Werth p der negativen Determinante D— — p 
eine Primzahl von der Form 4 n -f 3, so ist die Classenanzahl h 
der zu ihr gehörigen Formen der ersten Art gleich dem Ueberschuss 
der Anzahl der zwischen 0 und \ p liegenden quadratischen Beste 
von p über die Anzahl der zwischen denselben Grenzen liegenden 
quadratischen Nichtreste von p. 

Dieser letztere Satz ist in einer nicht wesentlich verschiede- 
nen Form schon einige Zeit vor der Veröffentlichung der Lösung 
des allgemeinen Problems*) durch Induction von Jacobi**) ge- 
funden. 

Als Beispiel wählen wir die Determinante D = — 11; unter 
den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 sind vier quadratische Reste 1, 3, 4, 5, 
und ein quadratischer Nichtrest 2 von 11; mithin ist die Anzahl 
der Formen erster Art = 4 — 1 = 3. In der That giebt es für 
diese Determinante nur drei (nicht äquivalente) reducirte Formen 
erster Art, nämlich (1, 0, 11), (3, 1, 4) und (3, — 1, 4). 

Beiläufig mag hier bemerkt werden, dass zufolge des gewon- 
nenen Resultats die Anzahl der Zahlen a', für welche 



stets grösser ist, als die Anzahl der Zahlen für welche 



ist, da h immer eine positive Zahl, nie = 0 ist: ein Satz, welcher 
auch für den einfachsten Fall, wo P eine Primzahl vou der Form 
4w-f 3 ist, auf anderm Wege noch nicht hat bewiesen werden 
können (vergl. das Theorem über die arithmetische Progression, 
Supplemente VI. §. 137). 

Zweitens. Ist die Determinante D positiv = -f- P, und also 
P = 1 (mod. 4), so ist (nach §. 99) die Classenanzahl 



*) Dirichlet: Recherches sur diverses applications de Vanalyse infim* 
tesimale ä la theorie des nombres in Crelle's Journal XIX und XXI 

**) Observatio arühmetica in Crelle's Journal IX; vergl. Dirichlet : 
Gedächtnissrede auf C. G. J. Jacobi und Kummer: Gedächtnissrede auf 
G. P. Lejeune- Dirichlet. 
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und da in diesem Fall 



= yj~ 2 ( ? ) log sin T 

ist, so ergiebt sich 

Ä = - log (t + pvp) Hp) log 81,1 p- 

Bezeichnet man die Zahlen a mit a oder mit 6, je nachdem 

(y) = + 1 oder = - 1 
ist, so nimmt die vorstehende Gleichung folgende Gestalt an: 

■ -6) ,""T 

io g (r+in/P) nsiu^' 

hierin beziehen sich die Productzeichen 77 im Zähler und Nenner 
resp. auf alle b und auf alle a\ und ausserdem bedeuten T, £7* 
die kleinsten positiven ganzen Zahlen, welche der PeH'schen 
Gleichung 

J 2 _ pi/2 = i 

genügen. Der wahre Charakter dieses Resultates wird durch eine 
weitere Umformung (§. 107) noch deutlicher werden. 



§. 105. 



Nachdem in den vorhergehenden §§. 102 — 104 der Fall, in 
welchem D = 1 (mod. 4) ist, seine vollständige Behandlung ge- 
funden hat, begnügen wir uns, bei der Betrachtung der übrigen 
Fälle, die Hauptmomente hervorzuheben. Es handelt sich haupt- 
sächlich um die Bestimmung des Grenzwerthes der Reihe 
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in welcher der Buchstabe n alle positiven ganzen Zahlen durch- 
laufen muss, die relative Primzahlen zu 2 P sind. 

1) Wir bezeichnen mit v diejenigen Zahlen n, welche «< 8P 
sind, und deren Anzahl = <p (8 P) = 4 <p (P) ist; wir setzen ferner 
zur Abkürzung 



wo das Summenzeichen sich auf alle Werthe v erstreckt, und 
stellen uns die Aufgabe , den Werth / («) zu bestimmen , welchen 
die ganze rationale Function f(x) für x = ca annimmt, wo 



Für jeden bestimmten Werth v haben die beiden Congruenzen 



vollständig bestimmte W T urzeln a (mod. P) und y (mod. 8), und da 
gleichzeitig 

v = Sa + Py (mod. P), und v = 8 a + Py (mod. 8), 
so ist auch 



durchläuft « ein vollständiges System von (p (P) Zahlen, die relative 
Primzahlen zu P und unter einander (mod. P) incongruent sind, 
und durchläuft y die Zahlen 1, 3, 5, 7, so wird der Ausdruck 
8 a -f- Py jeder der Zahlen v einmal und auch nur einmal nach 
dem Modul 8 P congruent werden (vergl. §. 25). Dann ist 




o = e 



2 m 71 1 
SP 




8 a = v (mod. P), Py = v (mod. 8) 



v = 8a + Py (mod. 8P); 



£%</>«-!) £ Vt,(y«-D 
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wenn man zur Abkürzung 

„ = e /• , , = ,4 = __ 

setzt, und folglich 

/(<*) = aw-D £ w- »Q^ . 2 ö v.(y- '> £ %(y i) jy« . £ ^ ö«", 

wo das erste Summenzeichen sich auf die vier Werthe von y, das 
zweite sich auf die y(P) Werthe von a bezieht. Für die erste 
dieser beiden Summen findet man leicht den Werth 

+ *,■»«•) (l f «(-1)«); 

ferner ist die zweite dieser beiden Summen (Supplemente 1. §.116) 
gleich 

fP—\\t 



('») ,(— ) VPi 



wo die Quadratwurzel, wie immer im Folgenden, positiv zu neh- 
men ist. Hieraus folgt 

wenn zur Abkürzung 

/ P— 1 \2 

f(m) (1 -f <H 3m ) 0 + « (- l) w ) (p) 
gesetzt wird. 

Aus dem so erhaltenen Ausdruck, oder noch einfacher aus der 
unmittelbaren Definition 

/(©) = 2 dW-» ^ «" 

folgt leicht, dass die Summe aller, den 8 P verschiedenen Wurzeln 
o entsprechenden, Werthe von /(©) gleich Null ist; denn da v re- 
lative Primzahl zu SP ist, so ist 

2' oj" = 1 4- e 8/> + e " 4 + c =0, 
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und folglich auch 

S'/O») = 2 dv^-». fi v.(»"-i) v' g>" = 0, 

wo das Sunimenzeichen 2' sich auf die 8P verschiedenen Werthe 
von a bezieht 

2) Setzen wir in dem für /(o) gefundenen Ausdruck ca = 1, 

also m = 0 (mod. 8 P), so wird, wenn P nicht = 1 ist, ^Vnd 

folglich auch /(c?) = 0; ist aber P = 1 und folglich (da D nicht 
= 1 ist) mindestens eine der beiden Einheiten d oder « = — 1, 
so ist auch mindestens einer der beiden Factoren 

1 + = 1 + d\ 1 + s (—1)* = 1 + s 

gleich Null, uud folglich ist in jedem Fall 

/(l) = V d»A<r-i> £ %o«-i> ^ = o. 
Ordnet man nun die Glieder der unendlichen Reihe 

so, dass sie Zahlen n wachsen, so folgt hieraus, dass die Summe 
der Coefficieuten von je y(8Pj aufeinander folgenden Gliedern 
= 0 ist, und dass also die Summe von beliebig vielen solchen 
auf einander folgenden Coefficienten ihrem absoluten Werth nach 
den endlichen Werth £ tp (8 P) = 2 y (P) nie übersteigt Mithin ^ 
ist die so angeordnete Reihe (nach §. 101) eine für alle positiven 
Werthe von s endliche und stetige Function von s; der zu be- 
stimmende Grenzwerth ist daher 

wo die Zahlen n ihrer Grösse nach aufeinander folgen müssen, 
und man findet durch Anwendung der Formel 



i 

L) 1 r i c U U- 1 , Zahleutlieorte. 19 
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ähnlich wie in §. 103, 



v = ri.m 

~ \nj n J x 1 — 



dj 

-Jx'V= 

Bezeichnet man wieder mit 



x* p 



'2mnt 

a = e * p 



die 8ämmtlichen Wurzeln der Gleichung o 8P = l, so ist 

I fix) _ 1 v /W . 

.r * 1 — x» p ~ 8P~ af— w 1 

da /(l) = 0 ist, so fallt der von der Wurzel o = 1, d. h. der 
von der Zahl m = 0 (mod. SP) herrührende Bestandteil weg; 
wählen wir ferner die übrigen Zahlen m so, dass sie zwischen 0 
und 8 P liegen, so ist (nach §. 103) 
i 

/dx , / rt . mn\ . (n mn\ 

0 

und folglich 

wo rechts alle Glieder fortgelassen werden können, für welche 
^(m) = 0 ist; da ferner, wie oben gezeigt ist, 

2/(a,) = 2r2*(m) = 0 

ist, so erhält man einfacher 

v /D\ 1 K „ , f. . m« . mjrl 

S U) 7 = - 8P 2 * ( "*> { l0 « 8m 8P - 1 SP/' 

Wir trennen nun wieder die verschiedenen Fälle von einander. 

3) Ist B = ± P = 1 (mod. 4), also d = e = + 1, so ist 

i>{m) = i j m oder = 0, 

je nachdem m durch 4 tbcilbar ist oder nicht, und 
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Bezeichnet man daher mit (i alle zwischen 0 und 2 P liegenden 
Zahlen, so kann man m = 4fi setzen und erhält 



'©i— ^ö)»<-'"(f)h*B-'B|' 

nach einigen nicht schwierigen Umformungen findet man schliess- 
lich dasselbe Resultat, wie früher (in §§. 103 und 104) , nämlich 
für eine negative Determinante D = — P: 

wo der Buchstabe cc alle relativen Primzahlen zu P durchlaufen 
muss, die < | P sind; und für eine positive Determinante 
Z>= + P: 

H»)» = -iyrHp) log8ln P' 

wo der Buchstabe m alle relativen Primzahlen zu P durchlaufen 
muss, die < P sind. 

4) Ist D = ± P = 3 (mod. 4), also <5 = — 1, t = -f 1, 
so ist 



ip(m) = 4j m oder = 0, 

je nachdem m = 2 (mod. 4) ist oder nicht, und 

K = (- 1)%cm> (|) VP; 

man kann daher m durch 2 m ersetzen und erhält 

„ /D\ 1 O 3 7 v /— 1\ /m\ f. . mn .mit\ 
■ 2 \n) n =~ TVF 2 W (?) l l0g 8m 4P " * 4P/ ' 

wo m alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und 4P durchlaufen 
muss; trennt man die positiven Determinanten von den negativen, 
so ergiebt sich für D = + P: 



> 

1!V 
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und für D = — P: 

Der zweite dieser beiden Ausdrücke, welcher dem Fall P = 1 
(mod. 4) entspricht, gicbt für P — 1 (also D = — 1) das be- 
kannte Resultat 

ist aber P > 1 , so lässt er sich folgendermaassen vereinfachen. 
Bezeichnet man wieder mit a' alle Zahlen zwischen 0 und *P, so 
zerfallen die Zahlen m in die Zahlen 

P - 2«', P + 2«', 3P — 2«', 3P + 2«', 

und hieraus ergiebt sich leicht 

*(^)©— **G) *(-'>"&> 

da ferner 

und folglich 

ist, so erhält man 

2(-irg) = 2(i+(-irj(|) = 2 2(^), 

wo mit a alle Zahlen zwischen 0 und \P bezeichnet sind, und 
folglich 

s ©£ ä 7p 2 ©' 

5) Ist D — ± 2 P =s 2 (mod. 8), also d = -f- 1 , « = — 1, 
80 ist 



Digitized k 



Classenanzahl der Formen. 293 
*(») = 0 oder = 3 g)-(J) Va, 

je nachdem m gerade oder ungerade, und 
folglich 

wo der Buchstabe w alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und 8 P 
zu durchlaufen hat Trennt man die positiven Determinanten von 
den negativen, so erhält man für D = -f 2 P: 

1 W n - " ÜTip 2 U; UV l0g8m 8P' 
und für D = — 2P: 

2 ® i = - 16PV2P 1 ® © m - 

Der zweite dieser beiden Ausdrücke, welcher dem Fall P = 3 
(mod. 4) entspricht, lässt sich bedeutend vereinfachen. Bezeich- 
net man mit y diejenige der vier Zahlen +1, —1, -f 3, —3, 
welche der Congruenz 

Py = m (mod. 8) 

genügt, so kann man 

m == Py f 8a 

setzen; giebt man y jeden der obigen vier Werthe und entspre- 
chend dem Buchstaben a alle P Werthe, welche zwischen — |Py 
und P — |Py liegen, so nimmt der Ausdruck Py -j- 8a jeden 
der 4P Werthe m einmal und auch nur einmal an; dann ist 
gleichzeitig 

(ä) (?) = @) (i) 

und hieraus folgt 

* S) (?) »-*(}) 2 ®< p ' + 8 * 
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wo die Summation in Bezug auf a zwischen den von y abhän- 
gigen Grenzen auszuführen ist. Da nun v (£\ = 0 ist, wenn 

a irgend ein vollständiges Restsystem (mod. P) durchläuft, so 
kann man einfacher schreiben 

Beachtet man nun, wie oft ein und dasselbe a in den vier, den 
verschiedenen Werthen von y entsprechenden, Summen vorkommt, 
so wird man bald finden, dass 

sex»—-""© 

und also 

1 (?) i ä vb 1 (?) 

ist, wo der Buchstabe a alle zwischen §P und fP liegenden 
Werthe durchlaufen muss. 

6) Ist I) = + 2P = 6 (mod. 8), also d = — 1, « = — 1, 
so ist 

*(m) = 0 oder = 2 * (^ (t) 1/2 
je nachdem m gerade oder ungerade, und 

jr=(-i)% ( '-»t^)" Vp, 

folglich 

wo der Buchstabe m alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und 8 P 
zu durchlaufen hat. Sondert man die Fälle von einander, in 
denen die Determinante positiv oder negativ ist, so erhält man 
fürD= + 2P: 

und für .D = — 2P: 
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Der letztere dieser beiden Ausdrücke, welcher dem Fall P = 1 
(motl. 4) entspricht, läset sich wieder vereinfachen, wenn man 

m = 8a -f Py 

setzt. Es wird dann 

( v") (?) - (=r) (I) 

und folglich 

wo das von « zu durchlaufende Restsystem (mod. P) von dem 
Werth y abhängt; untersucht man wieder, wie oft ein und der- 
selbe Rest « in den vier, den verschiedenen Werthen y entspre- 
chenden, Summen vorkommt, so findet man ohne Schwierigkeit 

und hieraus 

wo a alle zwischen 0 und |P, und «' alle zwischen |P und JP 
liegenden Werthe durchlaufen muss. 

Bei dieser Umformung war stillschweigend angenommen, dass 
P >. 1 ; für den Fall P = 1 erhält man unmittelbar 

sfir)© — ! + •-•-* — 

und folglich 

1 _ /- 2\ 1 ^ * 
^V»/ « ^ \ n ) n 2V2 

§. 106. 

Nachdem im vorhergehenden §. der Gronzwerth der unend- 
lichen Reihe 
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für alle Fälle bestimmt ist, in welchen die Determinante D durch 
kein Quadrat (ausser 1) theilbar ist, können wir nun die Anzahl 
h der Classen der ursprünglichen Formen der ersten Art in ge- 
schlossener Form angeben*). 

A. Für negative Determinanten ist (nach §. 97) 

mit Ausnahrae des Falles D = — 1 , wo der Ausdruck rechter 
Hand zu verdoppeln ist Hieraus ergeben sich folgende vier 
Fälle: 

L D = — P; P = 3 (mod. 4); 

Ä = s(jr);0<«<iP. 

II. D = - P; P = 1 (mod. 4) ; 

h = 2 2 (|); 0<«<iPj 

hiervon ist auszunehmen der Fall 

D = — 1; h — \. 

III. B = — 2P; P = 3 (mod. 4); 

Ä = 2l(|); £P<«<§P. 

IV. D = — 2P; P = 1 (mod. 4); 

hiervon ist auszunehmen der Fall 

D = — 2 ; 7t = 1. 

B. Für positive Determinanten ist (nach §. 99) 

2VD 



h = 



log (T -f üVl)) 



*) In neuester Zeit hat Kronecker aus der Theorie der elliptischen 
Functionen neue Formeln zur Berechnung der Classenanzahl für negative 
Determinanten abgeleitet (Crelle's Journal LVII). 
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wo T, U die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeuten, welche 
der Gleichung 

t* - b m = 1 

genügen und nach der angegebenen Methode (§. 84) stets ge- 
funden werden können. Hieraus ergeben sich folgende vier Fälle: 

V. D = P; P = 1 (mod. 4) ; 

» _ _ / 8 _ /IM iilZ^LE . 

wo der Buchstabe m alle Werthe zwischen 0 und P durchlaufen 
muss, die relative Primzahlen zu P sind. 

VI. D = P; P = S (inod. 4); 



h= _i&) (?) *± 



VITT 
4P 



log (T+U VF) 

wo der Buchstabe m alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und 4P 
durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu P sind. 

VII. D = 2P; P = 1 (mod. 4); 

„ /2\ /m\ ! war 
A _ 2 U) (p) l0g *™ *P 

iog(r+^V2P) ' 

wo der Buchstabe m alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und SP 
durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu P sind. 

VIII. D = 2P\ P = 3 (mod. 4); 

- Kur) (p) log ™ 8P 

log (T + 1/2 P) 

wo der Buchstabe m alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und 8 P 
durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu P sind. 



§. 107. 

Betrachten wir die so gewonnenen Resultate, so zeigt sich 
ein wesentlicher Unterschied zwischen den positiven und negati- 
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vcn Determinanten. Während nämlich der Ausdruck für die 
Classcnanzahl bei einer negativen Determinante unmittelbar die 
Form einer ganzen Zahl hat — dass dieselbe zugleich eine positive 
Zahl ist, lässt sich freilich bis jetzt auf elementarem Wege noch 
nicht nachweisen — so ist dies keineswegs unmittelbar ersichtlich 
bei den Ausdrücken, welche die Classen- Anzahl für eine positive 
Determinante darstellen; ja mau ist bei der wirklichen Anwen- 
dung dieser Formeln auf die Hülfe der logarithmisch-trigonome- 
trischen Tafeln angewiesen, die gewiss als ein der Zahlentheorie 
sehr fern stehendes Hülfsmittel anzusehen sind. Es ist nun von 
hohem Interesse, dass die von Gauss gegründete Theorie der 
Kreistheüung die Mittel darbietet zu einer solchen Umformung 
dieser Ausdrücke, welche eine directe Berechnung der Classen- 
Anzahl gestattet; das wesentliche Resultat besteht darin, dass 
aus der Theorie der Kreistheilung sich immer eine Auflösung u 
der Pell'schen Gleichung t 2 — Du 2 = \ ableiten lässt, welche aus 
der kleinsten Auflösung T, U durch Erhebung zur Äten Potenz 
entsteht, so dass 



ist Dies wollen wir jetzt nachweisen *). 

Bedeutet, wie bisher, P eine positive ungerade durch kein 
Quadrat theilbare Zahl >1, so zerfällt das System der q>(P) Zah- 
len, die relative Primzahlen zu P und < P sind, bekanntlich 
(§. 52 I. oder Supplemente I. §. 116) in J<jp(P) Zahlen a und 
§qp(P) Zahlen b, für welche respective 



A(x) = n (* — Ö-) 
B(x) = FI — ö»), 

wo die Productzeichen sich auf alle incongruenten o und b be- 
ziehen, so ist nach den Supplementen (HL §. 139) 

*) Dirichlet: Sur la maniere resoudre Vequation t* — pi* a = 1 au 
i. oyen des fonetions circulaires (CroUo's Journal XVII). 



(T+ UVD) h = t + uVD 




ist. Setzen wir ferner, wie früher 
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p— 1\« 



2Ä(x) = F(*) — i( a ^ VP • 
2 2?(a?) = Y(x) + A a ; VP • 



wo Y(x) und Z(#) ganze rationale Functionen von x bedeuten, 
deren Coefficienten ganze rationale Zahlen sind. Bezeichnet man 
ferner mit p, p', p" . . . die sämmtlichen in P = pp'p" . • . auf- 
gehenden Primzahlen, ferner mit ^ die positiven, mit p u die 
negativen Glieder des entwickelten Productes 

9>(P) = (p'-l) . . . = 2f i - 

so ist 

Setzen wir endlich zur Abkürzung 

|<JP(P) = *, 
so ist (Supplemente VII. §. 140) 

und (mit Ausnahme von P = 3) 
A(x)=(-xyB(±)\ 

wenn P = 3 (mod. 4). 

B(x) = (-xyA(^ 

Auf diesen Sätzen beruhen die oben erwähnten Umformungen, 
die wir nun für jeden der vier Fälle durchführen wollen. Es sei 
zunächst 

D = P = 1 (mod. 4). 



wenn P = 1 (mod. 4), 



Dann ist 



II sin -5- 

/wt\ , mit . P 

-l(p) log sin -p- = log — ; 

II sin y 
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verwandelt man jeden Sinus durch die Formel 

und bedenkt, dass 

Z«-26=s(f)» = s(^)(P-») = 
ist, so erhält man 

v , /m\ , . mn . B(l) 

- 1 Kp) log 8m t = log ätd 

y + eVP 



= log 



wo zur Abkürzung die ganzen rationalen Zahlen F(l) und Z{\) 
mit y und s bezeichnet sind. Setzt man ferner 

II f*i 

^ 1)JJ(1 > = n77 = *' 

so findet man leicht (Supplemente §. 138), dass 

| = P oder = + 1 

ist; je nachdem P eine Primzahl oder eine zusammengesetzte 
Zahl ist. Die Zahlen y, z genügen der Gleichung 

aus welcher folgt, dass, falls P eine Primzahl ist, die Zahl y durch 
P theilbar ist; man kann daher in jedem Fall 

setzen, wo a und ß zwei ganze Zahlen bedeuten, die der Gleichung 

« 2 — P/3 2 = 4:4 

genügen , wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem P 
eine Primzahl ist oder nicht. Nun ist 

- 1 (p) log sin -p- = log • JU ^ f) = log (— f— ) 
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und folglich 

. (a + ß Vpy 
n ~V \pJ\ log (T+uVP) 

oder, wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht, 

(f+gVf)' = ("+/ yj ) 4 ~ ,( ^. 

Ist nun P = 1 (mod. 8), so folgt aus der Gleichung 

a* — Pß* = + 4, 

dass a und ß gerade Zahlen sind; setzt man daher 

« = 2«', 0 = 2/3', 

so genügen a\ ß' der Gleichung 

«'2 _ P0'a = + 1 , 

und es ist 

(T 4- t/VP)* = («' + 0' VP) 2 = * + u VP, 
wo t* der Gleichung 

t2 — P U * = + l 

genügen. 

Ist aber P = 5 (mod. 8), so können a und ß auch noch 
beide gerade Zahlen sein (z. B. wenn P = 37), und sie können 
auch beide ungerade Zahlen sein (z. B. wenn P = 13). Setzt man 
im ersten Fall wieder a = 2 a', /3 = 2/3', so ist 

a '2_p0'2 = :p i 

und 

(T+ üVP) h = (a' + /3'\/P) 6 = * + «VP, 
wo offenbar wieder 

— Pt*2 = -f 1 

ist. Wenn dagegen a und ß beide ungerade sind, so ist 

+ flVp y = g(«« + 3P/?t) ^_ /j(3c«+P/S») y/p 

= «' + /3'VP, 
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wo a\ ß' offenbar ganze Zahlen sind, die der Gleichung 

a' 3 — P/3" = + 1 

genügen ; und dann ist 

(T + UVP) h = («' + ß'VPp = t + u Vp, 
wo wieder 

** — Pu 2 == + 1 

ist. Es leuchtet ein, dass der erste oder zweite dieser beiden 
Fälle eintreten wird, je nachdem die Classenanzahl h durch 3 
theilbar ist oder nicht ; sind nämlich et und ß gerade, so ist 



wo die ganzen Zahlen t\ u' der Gleichung 

t>* _ p u >2 — + i 

genügen ; mithin ist (nach §. 85) 

t* + w Vp = (T + Vp) b 

und folglich ä = 3 n ; und umgekehrt, ist & theilbar durch 3 , so 
ist 

( g+ 2 VP ) 2 = (T+ ^P)**; 
hieraus folgt aber, dass 

«' + P fl 2 und ^ 
4 2 

ganze Zahlen, also et und ß gerade Zahlen sind. 

Man erkennt ferner, dass in allen Fällen die Classen- Anzahl 
ungerade oder gerade sein wird, je nachdem P eine Primzahl 
oder zusammengesetzt ist; denn wenn h gerade ist, so ist 

(!±Wrf® = ±tT+uVr)*' 

und folglich 

«a — Pß* = + 4, 
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also P zusammengesetzt; und umgekehrt, ist P zusammengesetzt, 
also a 3 — Pß* = + 4, so ist 

(«±|Y*) , - ( * ) = , + ,yp, 

wo t\ u' ganze Zahlen bedeuten, die der Gleichung 

t'2 — p M '2 = + i 

genügen, folglich (nach §. 85) 

f + u'VP = ±(3T + uVpy 

und hieraus /* — 2 m. 

Endlich mag noch bemerkt werden, dass die beiden mit y 
und # bezeichneten ganzen Zahlen beide positiv sind ; für die Zahl 
y ist dies unmittelbar einleuchtend ; bezeichnet man nämlich mit 
a f diejenigen Zahlen o, welche <i\P sind, und ebenso mit 6' 
diejenigen Zahlen ft, welche < |P sind, so ist 

y + *vp = 2na-n n 0-0-»') 
y - zVp = 2n (1— ö-o n (1—0—') 

oder einfacher 

y + *VP= 2"' n(ain^y 

y-*VP= 2' + ' n( 8 in^y, 

woraus unmittelbar folgt, dass y positiv ist. Aus dem oben erhal- 
tenen Resultate 

folgt nun weiter, da Ä eine positive ganze Zahl ist, dass 

und folglich auch e positiv ist, ein Resultat, das bisher auf ander m 
Wege noch nicht bewiesen ist. 
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§. 108. 

Ist D = P = 3 (mod. 4), so ist die Summe 

- * (?) - - rr = " » = (t) © * Hl 

zu betrachten, wo m alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und 4P 
durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu P sind; setzen wir 

w = 4a + Py (mod. 4P), 

so muss y die beiden Wcrthe -|- 1 und — 1, ferner a die <p(P) 
Zahlclassen (mod. P) durchlaufen , welche relative Primzahlen zu 
P enthalten. Dann wird unsere Summe 

= 1* <-!)**-»(£) Log + ?))* 

sin 



VW >(?-t) 



oder, wenn man die Sinus wieder durch Exponentialgrössen aus- 
drückt, 

= , , „,/ n (ß' + j) n («*-<) V 
s 6 Vn (»•-») ii («' + »v 

-• l06 U)if(-<)J' 

Da nun P = 3 (mod. 4) ist, so sind die Producta .4 ( — »') 2? (t) 
und A(i)B(— i) positiv, und folglich ist unsere Summe 

- log Ad)B(-,y 

Da ferner, wenn m irgend eine ungerade Zahl bedeutet, 

1 - i 
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ist, so findet man 

wo zur Abkürzung 

gesetzt ist ; und da 

— = (p— 1) — 1) Q/'-l) . . . 

und 

2f*i 2 - 2f»i* = (l»»-l) (i>' 2 -l) (l>" 2 -l) . . . 

so erhält man , wenn P eine zusammengesetzte Zahl ist, X ~ 0 
(inod. 4), also 

A (i)B(i) = 1 , ») *(-*) = 1 , 

und wenn P eine Primzahl ist, A =; 1 (mod 4), also 
A(i)B(i) = i, A(-i) B{-i)= - i. 
In beiden Fällen ist daher 

A(i)B(i)A(~i)B(-i)= -f. I, 
und folglich ist unsere obige Summe auch 

= log (.l(-f)t 

wir erhalten daher 

(T-f- ü" VP) A = A(-i)>B(iy. 
In unserm Fall ist nun ferner (mit Ausnahme von P = 3) 

^(*> = (-*)' *(A), 

also 

^1(— i) = t* #(*) 

und folglich 

(T + CVP)* = + *(t) 4 , 

wo das obere oder untere Zeiclien zu nehmen ist, je nachdem P 
eine Primzahl (ausser 3) oder zusammengesetzt ist. Aus dersel- 
ben Relation folgt ferner 

D lr icb let , Zahleiit hoorie. 20 
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306 Fünfter Abschnitt 

i r F(0 = F (-»); t T £(«) = - Z(-i) ; 
ist daher P eine Primzahl, so ist 

r«) = (i + (j)i)y 
i Z(i) = (l + (|) i) #, 
wo y und ^ ganze Zahlen bedeuten, also 

aB« = (i + (p)<) gm- # VP) 

2yl(/) = (l + (f);) & - - « VP); 

und da 

ist, so genügen y und £ der Gleichung 

woraus folgt, dass y und # ungerade Zahlen sind; man kann daher 

(y + zVPy- = 2(« + pVP) 
setzen, wo a und 0 zwei ganze Zahlen bedeuten, die der Gleichung 

a* — Pß* — 1 

genügen; dann ist 
und folglich 

(T+ tfV'i>) A = (« + /JV'P)». 

Hieraus ergiebt sich, dass die Ciassenanzahl h immer = 2(mod. 4) 
ist, und ferner, dass y und g immer gleiche Vorzeichen haben. 

Ist dagegen P zusammengesetzt, also t — \ q> (P) = 0 (mod. 4), 
und folglich 

80 i8t 

y(t) = y, tZ(t) = #, 
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wo y und e ganze reelle Zahlen bedeuten, und 

2B(i) = y + irl/P, 2ii (t) = y — * \/p 
und folglich , da in diesem Fall 

4(i)J?©F=.+ l 

ist, 

t/2 Ps a = + 4; 
hieraus folgt, dass y und s gerade Zahlen sind; man kann daher 

B(i) = a + ßVP 

setzen, wo a und ß ganze reelle Zahlen bedeuten, die der Glei- 
chung 

« 2 - P/3 2 — 1 
genügen, und wir erhalten schliesslich 

(T+ J71/P)* = (« + 0 Vpy -, 
hieraus geht hervor, dass h immer durch 4 theilbar ist, und dass 
a und ß gleiche Vorzeichen haben. 

Endlich im Fall P = 3 ist 

Y{x) = 2*>1, Z(x) = 1 

und folglich 

2B(i) = 1 + (2 + V3) i, 2,4 (- t) = 1 - (2 + 1/3) t 
4^(-0^(0- 8 + 4 1/3^- 4(2 +.1/3)== 4 (2 1 4 tfl/PJ 
und also k = 2. 

*•• fr 109. : ' --'^ 

Ist Z) == 2P == 2 (mod. 8), sö ist folgende Summe zu be- 
trachten 



„ /2\ /m\ , • ^ t»Ä 
" S (i) (?) l0g m 8P = 



wo der Buchstabe m alle zwischen 0 und 8 P liegenden Zahlen 

20* 
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durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu 8 P sind. Lässt 
man y die vier Werthe 1, 3, 5, 7 (mod. 8) und a die <p(P) nach 
dem Modulus P incongruenten Werthe durchlaufen, die relative 
Primzahlen zu P sind, so kann man 

m = 8« -f Py (mod. 8 P) 
setzen; dann wird unsere Summe 

= -» = (})(p)^(-(t+W' 

fasst man jedesmal die vier Glieder zusammen, welche demselben 
Werth a und den sämratlichen vier Werthen von y entsprechen, 
so wird die Summe 



. /an 3jt\ . 
Sm \~P + ~8~) 8111 



/an 

\~P + ~8~ 1 



- ' v («\ w w J ' sy \ P 8 / 
\ 6in ( p- + s) 8,n VT" 4 ir) 

drückt man ferner die Sinus durch Exponentialfunctionen aus 
und setzt zur Abkürzung, wie früher, 

so nimmt die Summe folgende Gestalt an: 

Da nun P = 1 (mod. 4) ist, so leuchtet ein, dass die Producte 

A (j) ^ (j'), ^ ü*) 4 (j>), £ ( j) i? 0*7), # U*) B 
positive Werthe haben, und folglich ist unsere Summe 

_ , A(j>)A(j*)B(j)B(ji) 

Da ferner, wenn m irgend eine ungerade Zahl bedeutet, 

(W)(w 8 )"~ v m 
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so ist 

_»(^) fä) 

und da (Supplemente §. 138) 

Ilp, = P • FI f*a oder Flf** 

ist, je nachdem P eine Primzahl oder eine zusammengesetzte 
Zahl, so erhält man entsprechend 

A(j)B(j)A(j>)B(j>) = oder = 1. 

Da ferner 

A(j>)B(j>)A(P) B(P) 
offenbar densolben Werth hat, so ist unsere Summe auch 

und folglich 

(T+U V2P)» = [A (j*) A(j>) B(j) B (j 1 )]*. 

Aus 

A{x) = x* aQ, B(x) = x* B(±) 

folgt ferner 

A(j*) = J hl MP), B(ji) = y* B(j), 

also 

(T + £/ V2Pj* = lAU*)B(j)]K 
Aus denselben Gleichungen, d. h. aus den Gleichungen 

r W = *<r(i), z(*j = *'*g) 

folgt ferner, dass man 
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310 Fünfter Abschnitt. 

Y (j)=j".rW+ V "U-j')}, Z(j) *=j''" {*'+*" U-W 

setzen kann, wo y\ 2" ganze ratio nalß Zahlen bedeuten; 

da ferner 

ist, so erhält man, wenn man 

« — (_ l)V a r {y'* — 2j/" 2 — P(s' 2 — 2s" 2 )} 

0 = (— l) v * r 2(y , s" — y"s') 
setzt, *• ' ' 

4^(j)jB0'3) = a-ßV2P~, 

wo a und /3 ganze Zahlen sind, die der Gleichung 

a* — 2P0» = ± 16 

genügen, in welcher das untere Zeichen nur dann zu nehmen ist, 
wenn P eine Primzahl und zugleich = 5 (mod. 8) ist Aus dieser 
Gleichung folgt leicht, dass a und ß durch 4 theilbar sind; man 
kann daher 

A(p)B(j) =y+zVW 
setzen, wo y und z ganze Zahlen sind, die der Gleichung 

S/*-2P*»==±l 

genügen, und dann ist 

(T+ UV2P) h = (y + * V2P) 4 . 

Hieraus folgt, dass 7t = 2 (mod. 4), falls P eine Primzahl von 
der Form Sn -f 5, und in allen andern Fällen Ä = 0 (mod. 4) ist. 

Im Fall P = 1, also D = 2, welcher bisher stillschweigend 
ausgenommen ist, erhält man unmittelbar 

nn -3 sin T 
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= log (T + U V2P) , 

und folglich h = 1. 

§• no. 

Ist D = 2 P = 6 (mod. 8), so erhält man ganz ähnlich wie 
im vorigen Fall 

- * fc 2 ) (?) * * 

_ , A(j»)A(ji)B(j)B(j*) 
g A(j)AU*)B(j>)BW 

und da 

A{j)B(j)AU*)B(P) = ^0^)^0 ,5 )^(/ 7 )^0' 7 ) 

= ("^) oder = 1 

ist, je nachdem P Primzahl oder zusammengesetzt ist, so erhält 
man 

(T + tfV^P)* = lA(j>)A(ji)BU)BU 9 )] 2 - 
Mit Ausnahme des Falls P = 3 ist ferner 

= (-*)' 

folglich 

^0») = (-i)V-BO'*) 

also 

^O^O' 7 ) = (~1) r B(j)B(j>)> 

und folglich 

(T+ ffV2P)* = [5CÖ*Ü' a )] 4 . 

Ist nun P eine Primzahl (>3), also t = i(P — 1) ungerade, 
so folgt aus 
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312 Fünfter Abschnitt, 

dass man 

ro T ) = t/'(i-i) + y"0' a + j 3 ) 
zc? T ) = *'0 +i) + *"(i 3 -.; 3 ) 

setzen kann, wo y\ y'\ s\ s" ganze rationale Zahlen bedeuten. 
Setzt man ferner zur Abkürzung 

a (- y'* + 2*V + </'") - P(*'« - 2*'«" - 

0 = 4yV + 4y'V, 

bo erhält man 

AB(j) SU") = «0 T + i 8r ) + 0* ^ P 

4^(j)^(^) = aO r + j 8t ) - ßiVP\ 
da nun in unser m Fall 

^0) #0) AU*)B(j*) = - (Jr) > 
und ausserdem 

i« + i" = (=r) < V2 

ist, so müssen die beiden Zahlen a, /3 der Gleichung 

2a* - P/3 2 = 16 

genügen, woraus folgt, dass sie beide durch 4 theilbar sein müs 
sen ; man kann daher 

setzen, wo die gauzen Zahlen y und z der Gleichung 

2y» - Ps 2 = (|) 

genügen, und dann ist 



- 
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(T + UV'2P) k = (y V2 + a VP)< = (y, + *, V2P)>, 
wo die ganzen Zahlen 

y, = 2y* + p*», ^ = 2 y (S 

der Gleichung 

y, 2 — 2P*, 2 = 1 
genügen. Hieraus folgt, dass h = 2 (mod. 4) ist. 

Ist dagegen P eine zusammengesetzte Zahl, also r = 0 
(mod. 4), und 

F(») = + *' r(I) 

Z(.) = -**z(±), 

so kann man 

setzen, wo y', y", ganze rationale Zahlen bodeuten. Setzt 

man dann 

« = y'a — P*'* — 2y" 2 -f 
0 = 2(yV-y'V), 

so findet man 

4^0')^ O* 8 ) = a-0 V2P. 

und da jetzt 

A(j)B(j)A(j*)B(j>) = + 1 

ist, so genügen die Zahlen a, 0 der Gleichung 

« 2 — 2P0*= 16; 

hieraus folgt, dass man 

a = 4y, /S = 4* 

setzen kann, wo y, £ ganze Zahlen bedeuten, die der Gleichung 

y2 — 2P*2 = i 

genügen, und es ist 
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314 Fünfter Abschnitt. 

(T+ü V2P) k = (y + *V2P)*, 
woraus folgt, dass h immer durch 4 theilbar ist 

Endlich im Fall P = 3 ist 

Y(x) = 2x 4- 1, Z{x) = 1, 

also 

2B(J) = 2j + 1 + 1 V3, 2B(j*) = 2j* + 1 + i V3 , 
2A(j>) = 2j» + 1 - t V3, 2^ü 7 ) = 2j'+ 1 - t ]/3, 
und folglich 

BU*)A(J1 = 1 -^ (V2 + V3) 
-4 0' 7 ) B(J)B O») == (V2 + V3) 2 = 5 4- 2 V6 

und 

(T -f V2P)* = (V2 4- V3)* = (5 4 2 Vö)», 
also h — 2. 
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I. Ueber einige Sätze von Gauss aus der Theorie der 

Kreistheilung. 



§. Iii. 



Wir schicken zunächst ein Lemma aus der Theorie der 
Fourier'schen Reihen voraus, deren Glieder nach den Cosinus der 
successiven Vielfachen eines Winkels fortschreiten; es wird in 
derselben nachgewiesen*), dass für alle Werthe von x zwischen 
x = 0 und x = 7t mit Einsehluss dieser Grenzen stets 

(p(x) = |a 0 -f a x cosa: -f a 2 cos 2 x -f a 3 cos 3 x -f 

ist, wenn q>(x) eine innerhalb dieses Intervalles endliche und 
stetige Function bedeutet, und die Coefficienten a 0 , a u a 2 . . . 
durch die Gleichung 



wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben s bezieht, für 
welchen Null und alle ganzen positiven und negativen Zahl werthe 
einzusetzen sind. Auf diesen der genannton Theorie entlehnten 
Satz stützen wir uns im Folgenden. 



*) Dirichlet : Sur la covvergence des Serien etc. (Crelle's Journal IV): 
derselbe Beweis ist vereinfacht in Dove'e Repertorium der Physik I. 




bestimmt werden. Hieraus folgt für x = 0 




0 
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Zunächst verallgemeinern wir denselben, indem wir das In- 
tegral 

ihn 

f(x) cos sxdx 



betrachten, in welchem h eine positive ganze Zahl, s eine positive 
oder negative ganze Zahl, und f(x) eine innerhalb des Integra- 
tionsgebietes endliche tind stetige Function bedeutet. Man kann 
dasselbe in 2 h Integrale von der Form 

/ fix) cos sxdx 



zerlegen, wo für r der Reihe, nach die Zahlen 0, 1, 2 ... bis 
2h — 1 zu setzen sind; je nachdem r eine gerade oder ungerade 
Zahl ist, ersetzen wir die. Integrationsyariabele x durch rit -f x, 
oder durch (r -f 1) n x\ dadurch geht das vorstehende Inte- 
gral m 



n '»'*•*. n 



Jf(r% + x) cos sxdx, oder in Jf({* + 1) * ~-#) oo&sxdx 



\ . 

I - \ * 



über, und hieraus ergiebt sich 

ihn n 

Jf (x) cos sx dx = j (p (x) cos sx dx, 

wenn zur Abkürzung 

w(r) _ (/(*) + /(2* - z) + /(2 * 4- *) + - *)l 

- + /(2(*-l)* + x) + /(2Ä*-a) \ 

gesetzt wird. Wenden wir nun auf diese Function q>(x) das 
vorstehende Lemma an, so erhalten wir den Satz 

2*ft/(0) +/(2») +/(4*) + +/(2(A-1)*) + }/(2Ä*)} 

c) cos s#<Z:r. 
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§. 112. 



Wir beschäftigen uns nun mit den beiden folgenden bestimm- 
ten Integralen 



dass dieselben wirklich bestimmte endliche Werthe besitzen, ob- 
gleich die Functionen unter den Integralzeichen für unendlich 
grosse Werthe von x nicht unendlich klein werden , erkennt man 
leicht durch die Transformationen 



denn zerlegt man das ganze unendliche Integrationsgebiet der 
positiven Variabein y in solche Intervalle, in deren jedem die un- 
ter dem Integralzeichen befindliche Function ihr Zeichen nicht 
ändert, so ergiebt sich, dass die Bestandteile, welche diesen In- 
tervallen entsprechen, eine unendliche Reihe bilden, deren Glieder 
abwechselnde Zeichen haben und dem absoluten Werth nach be- 
ständig und zwar ins Unendliche abnehmen; woraus folgt, dass 
diese Reihe, sowohl bei dem Integrale j), wie bei 9, eine conver- 
gente ist. Für unsern Zweck genügt dieser Nachweis der End- 
lichkeit von p und q\ die numerischen Werthe dieser Integrale 
werden sich von selbst aus der folgenden Untersuchung er- 
geben. 

Wir können beide Integrale in ein einziges zusammenfassen; 
bezeichnen wir nämlich mit d irgend einen Winkel, und setzen 
wir zur Abkürzung 






p cos d — q sin Ö ~ z*, 



so ist 



z/ = / {cos d cos (# 2 ) — sind sin (x*)\ dx 
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oder 

J = / cos(tf 4- x 2 ) dx; 

00 

bezeichnen wir ferner mit a eine beliebige positive Constante und 
mit Va die positiv genommene Quadratwurzel aus a, so ergiebt sich, 
wenn man die Integrationsvariabele x durch x Va ersetzt, fol- 
gende Gleichung 

: J cos(d 4- aa;') dT 



(wäre \/« negativ, so müsste man auch in dem Integrale rechter 
Hand die beiden Grenzen mit einander vertauschen). Wir führen 
nun eine zweite positive Constante ß ein, und zerlegen das vor- 
stehende Integral in unendlich viele Bestandteile von der Form 



/• 



cos(d 4" ax' 1 ) dx, 

wo für s successive alle ganzen Zahlen von — oo bis 4 oo ein- 
zusetzen sind; in jedem einzelnen solchen Integrale ersetzen wir 
die Integrationsvariabele x durch sß -\- x, wodurch es in das fol- 
gende übergeht 

cos(d 4 cts*ß* -f 2asßx 4 ax*) dx. 

Wir verfügen nun über die beiden bis jetzt ganz willkürlichen po- 
sitiven Constanten a und ß folgendermaassen : unter m verstehen 
wir irgend eine positive ganze Zahl , und setzen a ß 2 = 2 m n, 
2 aß = 1, d. h. also 

r Hm 7t 

Da nun s eine ganze Zahl ist, so wird 

cofi(d f «s 2 0 2 4- 2asßx 4- ax' 2 ) = cos (8 f st + «t 2 ) 

— cos(d 4 ^— — ^ cos s.r — sin (ö 4 \ sin st, 
\ 8»*/ \ 8mT/ 
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und folglich 

cos(d + ax*) dx = 

'ß 

/ C08 ( Ä + 8^) C ° 8Sa; ^ -/ 8in (* + 8Si) 8inM "**- 

Das zweite Integral rechter Hand, welches unter dem Integral- 
zeichen den Factor sin sx enthält, verschwindet offenbar für s=0, 
und nimmt für je zwei gleiche, aber entgegengesetzte Werthe von 
s ebenfalls gleiche, aber entgegengesetzte Werthe an. Summiren 
wir daher den vorstehenden Ausdruck für alle ganzen Zahlwerthe 
s von — oo bis -f oo , so ergiebt sich 



4 m Tf 



0 ' 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nun genau so gebaut wie in 
dem Satze am Schlüsse des vorhergehenden Paragraphen; setzen 
wir zur Abkürzung 

/(*) = co.(« + g £L), 

so erhalten wir 

^V8^=2*(J/(0)+/(2»j + ...+/(2(2m— l)*) + |/(4m*)K 
wo links die Quadratwurzel 

Va 

positiv zu nehmen ist. Nun ist ferner, wenn s irgend eine ganze 
Zahl bedeutet, 

/(4wä -f 2 s = /(2s?r), 

also 

/(2 s*) = |/(2 s*) + if(im* + 2 s*); 

mithin kann die in den Parenthesen eingeschlossene Summe auch 
in die Form 

Dirichlet, Zahlentheorie. 21 
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gebracht werden, wo clor Buchstabe $ die Zahlen 

0, 1, 2 ... (4 m — 1) 

oder irgend ein anderes vollständiges Restsystem in Bezug auf 
den Modul 4 m durchlaufen muss; und man erhält also 

4 VSnue = % v cos (d + s 2 • 

Setzt man ferner 4w = n, so dass n irgend eine ganze po- 
sitive, aber durch 4 theilbare Zahl bedeutet, und bezeichnet man 
mit Vn und V\ n die positiv genommenen Quadratwurzeln aus w 
und Ja, so nimmt die Gleichung folgende Gestalt an 

J Vn = V& • S cos (d + s >.^y 

wo s ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modul n 
durchlaufen muss. Nun ist 

4 = p cos d — q sin d, 

wo#, q die obigen Integralwerthe bedeuteu, die von n und dem 
willkürlichen d ganz unabhängig sind; wir können daher p und q 
durch eine specielle Annahme für n, am einfachsten durch die 
Annahme n = 4 bestimmen; auf diese Weise erhalten wir 

2 (p cos d — q sin d) = 2 (cos 5 — sin d) V|» , 

und in Folge der Willkürlichkeit von d 

p = q = Vi 7t. 

Nachdem so die Wierthe von p und q gefunden sind, nimmt unsere 
obige Gleichung folgende Gestalt an 

V cos (ö + ~j = (cos d - sin d) Vn 
und sie zerfällt in die beiden folgenden: 

2c08 ( s2 ir) = Vw 

v sin (s* ^ == Vn; 
hierin bedeutet also n jede beliebige ganze positive Zahl , welche 
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= 0 (mod. 4) ist, und Vn die positiv genommene Quadratwurzel 

aus n. Bezeichnet man zur Abkürzung V — 1 mit i, und, wie 
gewöhnlich, mit e die Basis des natürlichen Logarithmensystems, 
so kann man beide Gleichungen in die eine Gleichung 

2 e "T = (1 + i) Vn 

zusammenziehen, in welcher der Buchstabe s ein vollständiges 
Restsystem (mod. n) zu durchlaufen hat. 

§. 113. 

Wir wollen jetzt Summen betrachten, welche die vorstehende 
als speciellen Fall enthalten; wir bezeichnen mit n irgend eine 
ganze positive Zahl, mit h irgend eine positive oder negative ganze 
Zahl, und setzen zur Abkürzung 

\ e * ■ =9(Ä, n), 

wo der Summationsbuchstabe s irgend ein vollständiges Rest- 
system in Bezug auf den Modulus n durchlaufen muss. 

Mit Hülfe dieser Bezeichnungsweise können wir den im vori- 
gen Paragraphen bewiesenen Satz in folgender Weise aus- 
drücken : 

<p (1, n) = (1 -f i) Vn, wenn n = 0 (mod. 4). 

Wir wollen nun folgende drei Eigenschaften des Ausdrucks qp(Ä,n) 
allgemein beweisen: 

1) Ist h == h' (mod. w), so ist 

<jp(Ä, n) — (p(h\ n); 

dies folgt unmittelbar daraus, dass für jeden ganzzahligen Werth 
von s stets 

_2A7n 0 2Ä'»< 

j« t « 

e " = e " 

ist. 

2) Ist a relative Primzahl gegen », so ist 

rf (ha 2 , n) — q>[h, n); 

denn es ist 

21* 
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tp(ha\ n) = X e " ■ , 

und wenn s ein vollständiges Kestsysteni nach dem Moduln durch- 
läuft, so gilt (nach §. 18) dasselbe von as. 

3) Sind wi, n irgend zwei relative Primzahlen, und beide po- 
sitiv, so ist 

(p(hm, n) <p(hn, m) — cp(h. mn). 

Es ist nämlich 



q>(hm, n) = ür 



. -2 h m 71 i 

** 

w 



<a 'Ihnni 



(p (ÄW, IM) = ^ P 

wo die Buchstaben s, * vollständige Restsysteme resp. in Bezug 
auf die Moduln n, m durchlaufen müssen; und folglich ist 

/m* 9 »<*\ , . . 
I 1 )ihn* 

tp (hm, n) <p {hn, m) = n e K « m/ , 

wo das Summen zeichen rechter Hand sich auf alle mn Com- 
binationen jedes Werthes von $ mit jedem Werthe von t bezieht. 
Da nun 

2t£l + Uli = ( ms + n W _ 2st 
n m mn 

ist, und alle Multipla von 2xi im Exponenten fortgelassen wer- 
den können, so ist auch 

. J ._ 2 hni 

wo das Summenzeichen sich wieder auf sämmtliche Werthe von « 
und t bezieht. Setzt man nun 

ms 4- nt = r, 

so nimmt r, wenn s und £ alle ihnen zukommenden Werthe durch- 
laufen, im Ganzen mn Werthe an, und zwar sind diese alle incon- 
gruent nach dem Modulus mn; denn aus 

ms + nt = ms' + nt' (mod. mn) 

folgt 

ms = ms' (mod. n), n£ = nt' (mod. wj 
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und folglich, da m und n relative Primzahlen sind, 

s = s' (mod. n), t = V (mod. m); 

d. h. die Zahl r nimmt nur dann Werthe an, welche nach dem Mo- 
dul mn congruent sind, wenn die Werthe von s congruent nach 
dem Modul n, und gleichzeitig die Werthe von t congruent nach 
dem Modul m sind. Den mn verschiedenen Combinationen von 
s und t correspondiren daher mn Werthe von r, welche nach 
dem Modul mn incongruent sind, und folglich bilden diese Werthe 
von r ein vollständiges Restsystem nach dem Modul mn. Es ist 
folglich 

(p[hm, n) (p(hn< m) = V e m " — qp(Ä, mn), 
was zu beweisen war. 



§. 114. 

Mit Hülfe dieser Sätze können wir nun den Werth von 9(1, n), 
welcher für den Fall, dass n = 0 (mod. 4) ist, schon in §.112 
gefunden ist, auch für alle andern Werthe der Zahl n bestimmen. 
Ist zunächst n irgend eine ungerade Zahl, so nehmen wir in dem 
letzten Satze des vorigen Paragraphen 

h = 1, m — 4. 

und erhalten 

9(4, n) (p(n, 4) = 9(1, 4n); 
nun ist nach dem zweiten Satz des vorigen Paragraphen 

<p(4, n) — 9(2*, n) = <p(l, n); 

ferner ist 

9(n, 4) = 2(1 + 
und nach dem in §. 112 gefundenen Resultat 

9(1, 4n) = (1 + i) VIn' = 2(1 + i) Vn, 

wo die Quadratwurzel Vn wieder positiv genommen werden muss. 
Hieraus ergiebt sich also 

9(1, n).2(l + i») = 2(1 + i) Vn 
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oder 

je nachdem nun n = 1 oder = 3 (mod. 4) ist, wird 

i" = t, oder = — i 

und folglich 

1 + i . , 1 + t 
nr?s = l, oder = r - 7 = *, 

also 

9(1, «) = V», oder = i ]/n\ 
diese beiden Fälle lassen sich aber in die eine Formel 

9(1, n) = t'/4(»-D* \/n 

zusammenfassen. 

Ist endlich n durch 2, aber nicht durch 4 theilbar, also das 
Doppelte einer ungeraden Zahl, so setzen wir in dem dritten Satz 
des vorigen Paragraphen h = 1 , ferner m = 2, und \ n statt n, 
wodurch allen Bedingungen desselben Genüge geschieht, und er- 
halten 

9>(2, in) 9(Jn, 2) = 9(1, n); 

nun ist aber 

9(i«, 2) = 0 

und folglich auch 

9(1, n) = 0. 

Wir wollen die so gewonnenen Resultate in folgender Ta- 
belle zusammenfassen: 

9(1, n) = (1 -f t) \/w , wenn n = 0 (mod. 4) 
9(1, «) = «^"-»"Vn, we nn w = 1 (mod. 2) 
9 (1 , n) = 0 , wenn n = 2 (mod. 4). 

Von der grösstcn Wichtigkeit ist aber die Bemerkung, dass die in 

den beiden ersten F'ormeln vorkommende Quadratwurzel Vn durch- 
aus positiv genommen werden muss, wie es sich bei der Unter- 
suchung in §. 112. herausgestellt hat. Ohne diese nähere Bestim- 
mung würden die vorstehenden Sätze sich auf viel einfachere Art 
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beweisen lassen; Gauss wurde zuerst in seiner Theorie der Kreis- 
theilung auf die Betrachtung solcher Summen geführt*); es er- 
giebt sich dort ohne Schwierigkeit der Werth des Quadrates der- 
selben ; der viel tiefer liegenden Bestimmung des Vorzeichens der 
Quadratwurzel widmete er aber eine besondere Abhandlung **), 
in welcher er auf einem, von dem hier (in §.112) eingeschlagenen 
gänzlich verschiedenen Wege, nämlich durch rein algebraische 
Zerlegung dieser Summen in Producte, vollständig zum Ziele ge- 
langte. 

§ 115. 

Wir suchen nun den Werth von <p(Ä, m) auch für behebige 
Werthe von h zu bestimmen, beschränken uns dabei aber auf den 
Fall, dass n eine ungerade Primzahl ist, die wir mit p bezeichnen 
wollen. Bezeichnen wir mit a die sämmtlichen i (p — 1) incon- 
gruenten quadratischen Reste von p, mit ß die | Q) — 1) quadra- 
tischen Nichtreste, so ist (nach §. 33) 

t ihn i ihm 

<p(h,p) = le s p =l + 2v e p ; 

da ferner 

ihn i Ihn i 2 h n j 

1 + v e u ~y~ + le P p = V e' p =0 

ist, sobald h nicht durch p theilbar ist, so können wir für diesen 
Fall mit Benutzung des Legendre'schen Symbols 

2 hm ß ihm / v ihm 

<p(h,p) = 2e ? -v / p = 2(-)e * 

setzen, wo $ die Werthe l, 2 . . . (p— 1) durchläuft. Da ferner 

(?)■<*) (?)- 

ist, so wird 



*) Disquisitiones Ariihmeticae art. 356. 

**) Summatio quarumdam serierum singularium 1808. 
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oder, da h nicht theilbar durch p ist, und folglich Äs gleichzeitig 
mit s ein vollständiges Restsystem nach dem Modul p durchläuft 
(mit Ausschluss der Zahl = 0), 

für h = 1 ergiebt sich 

<P(1,P) = 2(J)« p 
und folglich (nach §. 114) 

1») = (|) 9(1, i>) = Vp, 

wo die Quadratwurzel Vp wieder positiv zu nehmen ist. (Wenn 
h durch p theilbar ist, so ergiebt sich unmittelbar aus der Defi- 
nition dieser Summen (p(h,p) = p). 

Aus dem vorstehenden Resultate in Verbindung mit dem drit- 
ten Satze des §. 113 lässt sich nun auf ganz einfache Weise das 
Reciprocitätsgesetz in der Theorie der quadratischen Reste (§. 42) 
für je zwei positive ungerade Primzahlen p und q ableiten. Es 
ist nämlich 

und ebenso 

- 

und nach dem vorhergehenden Paragraphen 

<p(l,pq) = iV*<P*-»* Vfq, 

und zwar sind alle Quadratwurzeln positiv zu nehmen, woraus 
folgt, dass 

Vpq = Vp Vq 
ist. Nach dem dritten Satze des §. 113 ist nun 

9>(i>, q) <f{q, P) = 9(lil»fl). 

folglich 
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(f~) (p) ' ,4(p - 1)8 + l,(7 - ,)t Vp Vq = iWpi~n* \/p~q 
und also 

(f ) (f) = * l • 

wo zur Abkürzung A für 

gesetzt ist; da nun 

(p + 1) Ö + l) - 2 = 2 (mod. 4) 
ist, so erhalten wir 

(Ü") Cp") = * IA(P ~ I)(, ~" 1> — (~ lyup-»-^-», 

womit der Reciprocitätssatz von Neuem bewiesen ist Dieser Be- 
weis rührt ebenfalls von Gauss her *). 

Auf ganz ähnliche Art lassen sich die Sätze (§§. 40, 41) über 
die Zahlen — 1 und 2 beweisen. Aus dem obigen Satze 

?(*,!>) = (j) <P Ü , p) = ( j) i v«<p-»' Vp 
folgt nämlich 

< p(_l, i ,) = (^i^v 1 (p- J) « V>; 



andererseits ist 



9 (— 1 , i>) = 1 e p 



und hieraus folgt, dass <p (— 1, p) durch Vertauschung von t mit 
— i aus y (1 , p) hervorgeht, dass also 

- 

<jp(-l,p) = (-*')V<(p-d« 

ist; durch Vergleichuug dieser beiden Ausdrücke, in denen Vp 
beide Male positiv zu nehmen ist, ergiebt sich aber 



*) Summatio quarumdam serierum singularium. 



330 Supplement I. 

= (- 1)V4(J— «• = (_1)V S (P-D. 

Setzen wir ferner in dem dritten Satz des §. 113 
h — 1 , m = 8, n = p, 

so erhalten wir 

9(*,P) <P(P* 8) = 9>0, Mi 

nun ist aber 

9(1, 8j>) = (1 -f *) = 4Vjp.6 V " , ' l 

ferner 

9(p, 8) = 4e ,/ '"" 1 
ferner (nach dem zweiten Satz des §. 1 13) 

9(8,1») = 9(2.2»,i>) = 9(2, p), 

d. h. 

9 (8 ' P) = (f ) 9 (1 ' i;) = (}) il ' i(P ~ 1)9 Vp ; 

setzen wir diese Werthe für 9(8,!»), 9(1», 8) und 9(1, Sp) in die 
vorangehende Gleichung ein, so erhalten wir 

i »/«fr-D» Y p . ieVtpni — 4\/p . e '/4 

und hieraus folgt leicht 

(j) = ( _ !)•/.*«-». 

Auf diese Weise sind alle Hauptsätze der Theorie der quadrati- 
schen Reste von Neuem bewiesen. 



ni 



§. 116. 

Für den Fall, dass p eine ungerade Primzahl und h irgend 
eine durch p nicht theilbare ganze Zahl ist, haben wir im vorigen 
Paragraphen folgende Gleichung erhalten 

9 (A, p) = 2(j^e s —\ 
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setzen wir hierin für <p (h, p) seinen Werth ein, so sehen wir, dass 
die so entstehende Gleichung 



selbst für den vorher ausgeschlossenen Fall gilt, in welchem 
h = 0 (mod. p) ist, vorausgesetzt dass wir dann 



weil die Anzahl der quadratischen Reste genau gleich ist der An- 
zahl der quadratischen Nichtigste. Wir wollen nun im Folgenden 
immer 



betzen, so oft m keine relative Primzahl zu P ist (vergl. §. 46 
und §. 102); in Folge dieser Bestimmung können wir die obige 
Gleichung auch folgendermaassen schreiben 



wo in der Summe linker Hand der Summationsbuchstabe s ein 
vollständiges Restsystem (mit oder ohne Ausschluss von s = 0) 
in Bezug auf den Modulus p durchlaufen muss. Wir wollen nun 
zeigen, dass dieser Satz über ungerade positive Primzahlen p sich 
genau in derselben Fassung auch auf alle positiven ungeraden zu- 
sammengesetzten Zahlen P übertragen lässt, vorausgesetzt, dass 
P durch keine Quadratzahl (ausser 1) theilbar ist. Wir setzen 
also 

P=zpp'p" . . . 

wo p, p\ p" . . . lauter positive ungerade und von einander ver- 
schiedene Primzahlen bedeuten, und führen der Bequemlichkeit 
halber folgende Bezeichnung ein: 





setzen (§. 102); denn die rechte Seite wird 
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Schreiben wir nun für jede der Primzahlen p, p\ p" . . . die obige 
Gleichung auf: 

s(£).''^ = (£)***'-»'V>' 

und setzen wir zur Abkürzung 

sQ + s'Q' + s"#" + ... =m, 

so ergiebt, da auch nach der neuen Erweiterung des Legendre'- 
schon Symbols stets 

(7) (f) (?) ■ • - (i) 

ist, die Multiplication aller dieser Gleichungen folgendes Resultat 

(?)- 

wo VP wieder positiv zu nehmen ist, und das Summenzeichen 
linker Hand sich auf alle pp'p" . . . = P Combinationen aller 
Werthe von s, s" . . . bezieht. Zunächst leuchtet nun ein, dass 
je zwei verschiedenen dieser Combinationen auch zwei nach dem 
Modulus P incongruente Werthe von m entsprechen ; denn aus 

sQ + s'Q' + s"$" + . . . = tQ + t'Q' +t"Q" 4- • • • (mod. P) 
würde, da Q', Q" . . . sämmtlich = 0 (mod. p) sind, folgen, dass 

•s Q = t Q (mod. p) , 
und, da Q relative Primzalil zu p ist, auch 

s = < (mod. p) 
wäre; ähnlich würde aus derselben Annahme gleichzeitig 

s' = t' (mod. p% s" = t" (mod. p") . . . 
folgen, so dass also die beiden Combinationen s, s" . . . und 
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t, V, t" . . . identisch wären. In der That durohläuft also m ein 
vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modulus P. Ferner 
ist nun 

und ebenso 

(?) - (?) ©■ (?) = (f) (?) ■ ■ • 

folglich auch, wenn man alle diese Gleichungen multiplicirt. 

(f ) = (?) (?) (?) • • • (?) (?) (?0 • • ■ 

Multiplicirt man daher beide Seiten der obigen Gleichung mit 

(?)(?)(?>) • • - 

so erhält man 

wo rechts zur Abkürzung 

gesetzt ist. Da nun ferner 

(I) - © © ■ • • 
©=©©-•■ 

(?0 = (?)(?) ■ • • 

ist, so erhält man durch Multiplication 

(!) ©(?)-= " (#) ©• 

wo das Productzeichen FI sich auf alle möglichen Paare von je 
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zwei verschiedenen Primzahlen p y p' bezieht Da nun nach dem 
Reciprocitätssatze 

ist, so erhält man 

(!)(7)(f)--=' 1 """" ,,w " ) ' 

wo das Summenzeichen rechter Hand sich wieder auf alle Combi- 
nationen von je zwei verschiedenen Primzahlen j>, p' bezieht; es 
ist ferner 

folglich 

s(») « = (£) < + + • • 3Vp. 

Da endlich (vergl. §. 46) 

p = (i + o;- 1;) (i + (p'~ i)) (i + (y- 1)) . . . 

= 1 + (p-l) 4- (p'— 1) + (f>" — 1) + ■ • • (mod. 4) 
und folglich 

— y~ = — 2~ + — 2~ + — 2 — + " ' (m0d * 2) 
und hieraus 

(^(^ + ^ + ^...y (raod . 4) 

ist, so ergiebt sich schliesslich 

z(£) e »^ = (*) f *<'-">VP, 

worin der zu beweisende Satz besteht. Ein specieller Fall, wel- 
cher oft zur Anwendung kommt und auch leicht auf andere Art 
zu beweisen ist (vergl. §. 52, 1.), ergiebt sich durch die Annahme 
h = 0 (mod. P); man erhält dann 
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*© = 0; 

d. h. ist P eine positive ungerade Zahl, in welcher keine Quadrat- 
zahl (ausser 1) aufgeht, so ist die Anzahl aller derjenigen relati- 
ven Primzahlen m zu P, welche kleiner als P sind, und für welche 

(^ji^ = H- 1 ist, genau gleich der Anzahl derjenigen Zahlen w, 
für welche (jp^ — — 1 ist. 



Digitized by Google 



II. Ueber den Grenzwerth einer unendlichen Reihe 



§. 117. 



Lehrsatz: Sind a und b zwei positive Constanten, so conver- 
yiri die unendliche Reihe 

s _ 1 1 , 1 , 1 , 

b^+Q ~r (b + a) 1 *? ^ (6 + 2a) I + ? ~ r (6 + 3a) l + 0 ^ ' * * 

für jeden positiven Werth von q, und bei unbegrenzter Abnahme 
dieser positiven Zahl q nähert sich das Product. q S dem Grenz- 

werthe — • 



Beweis. Construiren wir für einen bestimmten positiven 
Werth von g die Gurve, deren Gleichung in Bezug auf ein recht- 
winkliges Coordinatensystem 



ist, so hat die Flache, welche zwischen ihr und der unendlichen 
positiven Abscissenaxe liegt, von x = b an gerechnet, den end- 
lichen Werth 



a 



1 



y = 




Die Ordinaten der Curve, welche den Abscissen 

6, b -f a, b -f 2a, b + 3a . . . 
entsprechen, sind 



11 1 1 



• 3 
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ihre Fusspuncte sind äquidistant und zerlegen die Abscissenaxe 
in unendlich viele Stücke von der Grösse a. Construirt man über 
jedem dieser Stücke als Grundlinie ein Rechteck, dessen Höhe 
gleich der letzten Ordinate in diesem Stück ist, so haben diese 
Rechtecke der Reihe nach den Flächeninhalt 



(ft + aj' + e 1 (& + 2a)i + e' {b + 3ay+9 ' ' * 

Da nun die Ordinate y der Gurve mit stetig wachsendem x stetig 
abnimmt, so ist jedes dieser Rechtecke kleiner als der über 
demselben Abscissenstück liegende, bis zur Curve ausgedehnte 
Flächenstreifen, und folglich ist die Summe von noch so vielen 
jener Rechtecke stets kleiner als die gesammte, oben von der 
Curve begrenzte Fläche; d. h. es ist 

ö + —1 + <L + . . . < 1 1 



* (b + a) l +Q 1 (6 + 2tt) 1 + ? ^ (b + 3a) l + Q ^ ^ q bQ 
oder es ist, wenn auf beiden Seiten a< *dirt w * r di 



q bQ 6 1 + <?' 

woraus folgt, dass die aus lauter positiven Gliedern bestehende 
Reihe S wirklich für jeden positiven Werth von q convergirt. 

Construirt man nun über jedem der obigen Abscissenstücke 
als Grundlinie ein zweites Rechteck, dessen Höhe gleich der er- 
sten Ordinate in diesem Stück ist, so sind diese Rechtecke, deren 
Flächeninhalt gleich 

a a 1 



b l + Q* (b + a) l + Q' (b + 2a) l + e ' ' *' 

nothwendig grösser als die über denselben Stücken liegenden, bis 
zur Curve fortgesetzten Flächenstreifen, aus dem schon oben an- 
geführten Grunde, weil mit wachsendem x die Ordinate y stetig 
abnimmt. Die Summe aller dieser Rechtecke ist daher grösser 
als die gesammte, oben von der Curve begrenzte Fläche, d. h. 
es ist 

Dirlchlet, Zahlentheorie. 22 
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Auf diese Weise ist der Werth der unendlichen Reihe S und folg- 
lich auch der des Productes qS in zwei Grenzen eingeschlossen; 

es ist nämlich 

äT9 <9S< ä b? + + 9 

Wenn nun der positive Werth q unendlich klein wird, so nähert 
sich sowohl 

I ± als auch Ii + gfc 



einem und demselben Grenzwerth i-; mithin muss auch das Pro- 
duet q S sich demselben Grenzwerth — nähern, was zu beweisen 



war. 



§. 118. 



Der so eben bewiesene Satz bildet nur einen speciellen Fall 
des folgenden, welcher seiner zahlreichen Anwendungen wegen 
von der grössten Wichtigkeit ist: 

JEs sei K ein System von positiven Zahlwerthen h, und T die- 
jenige unstetige Function von einer positiven stetigen Veränderli- 
chen t, welche angiebt, wie viele der in K entlmltenen Zahlwerthe 
k den Werth t nicht übertreffen; wenn nun mit unendlich wachsen- 
dem t der Quotient T : t sich einem bestimmten endlichen Grenz- 
werth, a nähert, so convergirt die Eeihe 

für jeden positiven W&ih von 9, und das Product q S nähert sich 
mit unendlich abnehmendem q demselben Grenzwerth a. 

Es wird gut sein, dem Beweise dieses allgemeinen Princips 
einige erläuternde Bemerkungen vorauszuschicken. Zufolge der 
Bedeutung von T entspricht jedem endlichen Werth von t auch 
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ein endlicher Werth von T\ denn wären in JE" unendlich viele Zah- 
len k enthalten, welche den endlichen Werth t nicht übertreffen, 
so würde auch jedem grössern Werth von t eine unendliche An- 
zahl T entsprechen ; es würde daher das Verhältniss T : t fort- 
während unendlich gross sein; dies widerspricht aber der Annah- 
nahme, dass T : t sich einem endlichen Grenzwerth a mit wach- 
sendem t nähert. Es leuchtet ferner ein, dass die ganze Zahl T 
nur dann ihren Werth ändert, wenn t einen Werth erreicht, wel- 
cher einer oder mehreren einander gleichen in K enthaltenen 
Zahlen k gleich ist, und zwar wird T dann plötzlich um ebenso 
viele Einheiten zunehmen, als es Zahlen k giebt, welche diesem 
Werth t gleich sind. 

In dem einfachsten Fall, wenn K nur aus einer endlichen 
Anzahl von Zahlwerthen k besteht, leuchtet die Richtigkeit des 
obigen Satzes unmittelbar ein; denn sobald t dem grössten die- 
ser Werthe k gleich geworden ist, bleibt T bei weiter wachsen- 
dem t unverändert; es ist folglich « = 0; und da andererseits die 
Summe 




einen endlichen Werth hat, so wird auch das Product q S mit un- 
endlich kleinem q ebenfalls unendlich klein werden. 

Ebenso bestätigt sich der allgemeine Satz in dem speciellen 
Fall, welcher in dem vorigen Paragraphen behandelt ist. Das Sy- 
stem K besteht dort aus den sämmtlichen Zahlen von der Form 
b -f na, die den sämmtlichen Werthen 0, 1 , 2, 3 ... von n 
entsprechen; wenn nun t = b + na oder > b + na, aber 
< b _|_ („ _|_ i) a i s t, so ist entsprechend T—n + 1 , und folg- 
lich nähert sich der Quotient T : t mit unendlich wachsendem f, 
also auch mit unendlich wachsendem n dem Grenzwerth 




und in der That haben wir gefunden, dass dieser Werth auch zu- 
gleich der Grenzwerth des Productes gS ist, wenn die positive 
Grösse q unendlich klein wird. 



22* 
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§• H9. 

"Wir gehen nun zu dem Beweise des allgemeinen Satzes über 
und beginnen damit, die in K enthaltenen Zahlwerthe h ihrer 
Grösse nach zu ordnen und mit Indices zu versehen, in der Weise, 
dass 

k\ ^ &2 = ^3 ^ ^4 &5 ' • • 

wird; dies ist offenbar möglich, da unterhalb eines beliebigen 
endlichen positiven Werthes t immer nur eine endliche Anzahl 
von Zahlwerthen h vorhanden ist; sind mehrere Zahlen h gleich 
gross, so muss jede einzelne ihren besondern Index erhalten, so 
dass dann mehreren auf einander folgenden Indices gleich grosse 
Zahlwerthe k entsprechen. 

Wir haben nun zu zeigen, erstens, dass die Reihe S für jeden 
positiven Werth von q convergirt, zweitens, dass das Product qS 
mit unendlich abnehmendem positivem q sich dem Grenzwerth a 
nähert; dies Letztere wird der Fall sein, wenn wir beweisen kön- 
nen, dass, wie klein auch eine gegebene positive Grösse d sein 
mag, für hinreichend kleine Werthe von q stets 

a — d < qS < a -f d 

wird. Schliessen wir für einen Augenblick den Fall, in welchem 
a = 0 ist, von unserer Betrachtung aus, setzen wir also voraus, 
dass a ein positiver Werth ist (denn negativ kann a seiner Bedeu- 
tung nach nicht sein), so wählen wir, um diesen Nachweis zu lie- 
fern, beliebig nahe unterhalb und oberhalb a zwei positive Grös- 
sen 0, y von der Beschaffenheit, dass 

a — ö < ß < a 

und 

ist. Da nun der Quotient T : t mit unendlich wachsendem t sich 
dem zwischen ß und y liegenden Werth a nähert, so wird immer 
ein endlicher positiver Werth r existiren von der Beschaffenheit, 
dass für alle Werthe von t, welche > r sind, stets 

T 
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ist Es sei fi derjenige Werth von T, welcher dem Werthe t =r 
entspricht, d. h. es seien 

sämmtliche in K enthaltenen Zahlwerthe A*, welche diesen Werth 
r nicht übertreffen ; dann wollen wir zur Abkürzung 

1 _ 1 ? l . . . J — — S' 

setzen. 

Ist nun n irgend eine positive ganze Zahl, und zwar n >- p, 
so ist k n ^> x\ es kann aber sein, dass mehrere in K enthaltene 
Zahlwerthe = k n sind; wir bezeichnen sie der Reihe nach mit 
fcm + i, fcm + »« • k ml . Für alle Werthe von t zwischen k m und fc m + i, 
oder doch wenigstens für diejenigen dieser Werthe, welche zu- 
gleich >» r sind, ist nun T = m, also 

= 7 = y; 

wenn nun t dem Werth fc OT + 1 unendlich nahe kommt, so wird 

tn t>i tn 

t k m + i kn 1 



woraus folgt, dass auch 



ist. Ferner entspricht dem Werth t = k m + ! = k n = k m , der 
Werth T =m\ und es ist folglich auch 



* = F = y; 

hieraus folgt, da m > m und ausserdem n <m' ist, dass auch 

ist; und dies gilt also für alle positiven ganzen Zahlen », welche 
> ft sind. Für alle diese Zahlen ist daher 
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sobald 1+Q ein positiver Exponent ist, also gewiss, sobald q 
selbst positiv ist, was wir in der Folge annehmen. Da nun nach 
dem in §. 117 behandelten speciellen Fall die unendliche Reihe 

jvr = (^ + 1 l)i + e + (f* + 2)> + e + (<i + 3) 1 + ? + 

für jeden positiven Werth von q convergirt, so gilt auch dasselbe 
von der unendlichen Reihe 

denn zufolge der Gleichung (I) ist die Summe von beliebig vielen 
Gliedern dieser Reihe S" nicht grösser als dasProduct aus y l +Q 
und der Summe der entsprechenden Glieder der Reihe N. Da 
ferner S' immer einen endlichen Werth hat, so convergirt auch die 
unendliche Reihe 

S = S F^ = S ' + S " 

für jeden positiven Werth von q ; hiermit ist der erste Theil un- 
seres Satzes bewiesen. 

Setzen wir nun in der Gleichung (I) für n alle ganzen Zah- 
len p -f- 1, p -f 2, p -f 3 . . . ein, und addiren wir, so ergiebt sich 

ß l + 9 ■ N <, S" ^ y* + Q • JV, 

oder, wenn wir S' addiren und mit q multipliciren, 

qS' + fi l + * • qN£ qS^ qS' + r 1 + ? ' 

Da nun S' immer endlich bleibt, und dasProduct qS nach §.117 
mit unendlich abnehmendem q sich dem Grenzwerth 1 nähert, so 
leuchtet ein, dass die beiden Ausdrücke linker und rechter Hand 
von qS sich resp. den Grenzwerthen ß und y nähern. Da nun 
ferner ß >> a — und y <; a -\- ö gewählt war, so wird für hin- 
reichend kleine Werthe von q der Ausdruck linker Hand eben- 
falls > « — d, und der Ausdruck rechter Hand ebenfalls << a + d 
werden ; und da der Werth von q S immer zwischen den Werthen 
dieser beiden Ausdrücke liegt, so wird für hinreichend kleine 
Werthe von q wirklich 

« — d <Z qS < « + d 
werden; hiermit ist nun auch der zweite Theil des Satzes bewiesen. 
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Für den oben ausgeschlossenen Fall a = 0 gestaltet sich der 
Beweis noch einfacher; dann genügt nämlich der Nachweis, dass 
für hinreichend kleine Werthe von q das Product qS << d wird ; 
es genügt also die Einführung der einen Grösse y*). 



*) Es verdient bemerkt zu werden, dass man diesen Satz nicht umkeh- 
ren darf. Besteht z. B. das System K aus einer Zahl k = 1 , aus (9 — 1) 
Zahlen k = 9 y aus (9* - 9) Zahlen k = 8 2 , aus (« a -«a) Zahlen 
u. s. f., wo 9 eine*positivo ganze Zahl > 1 bedeutet, so ist für jeden posi- 
tiven Werth von q 

und das Product qS nähert sich mit unendlich abnehmendem q dem Grenz- 
werthe 

, _ 9 - 1 
" ~ 9 log« ' 

während der Quotient T : t bei unendlich wachsendem t fortwährend von 

\ 

dem Werth 1 abnehmend durch «' hindurch geht bis zu dem Werth s , 

dann aber sogleich wieder zu dem Werth 1 zurückspringt, um von Neuem 
denselben Veränderungsprocess zu erleiden. 
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§. 120. 



In einer Ebene sei eine vollständig begrenzte Figur F von 
allenthalben endlichen Dimensionen construirt, deren Flächen- 
inhalt wir mit A bezeichnen wollen. Sind ferner X und Y zwei 
auf einander senkrechte Axen , und construirt man parallel mit 
ihnen zwei Systeme äquidistanter Parallelen, welche ein über die 
ganze Ebene ausgebreitetes Gitter bilden, so wird, wenn 8 der Ab- 
stand je zweier benachbarter Parallelen, und T die Anzahl der 
Gitterpuncte ist, welche innerhalb Fliegen, das Product Td 2 mit 
unendlich abnehmendem ö sich dem Grenzwerth A nähern. 

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir das System der 
mit T parallelen Geraden und nehmen der Einfachheit halber an, 
dass jede derselben die Begrenzung derFi^ur nur zweimal schnei- 
det; bezeichnen wir mit h die Länge des innerhalb F liegenden 
Stückes irgend einer solchen Parallelen, so ist h$ nahezu der Flä- 
cheninhalt des zwischen dieser und der folgenden Parallelen ent- 
haltenen Theiles der Fläche F, und es wird in der Lehre von 
der Quadratur bewiesen, dass die Summe aller dieser Rechtecke 
hö sich mit unendlich abnehmendem Ö dem wahren Flächeninhalt 
A der Figur unbegrenzt nähert. Bezeichnen wir nun mit n die 
Anzahl der auf h liegenden Gitterpuncte (wobei es gleichgültig 
ist, ob ein zufällig auf der Begrenzung von F liegender Gitterpunct 
mitgezählt oder ausgeschlossen wird), so besteht h aus (n— 1) 
Stücken = 6 und aus einem Rest, welcher höchstens = 26 ist, 
so dass wir h = nd -\- sd setzen können, wo s einen positiven 
oder negativen echten Bruch bedeutet. Es ist daher 
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es ist ferner, da £ absolut genommen höchstens = 1 ist, die 
Summe ^ed höchstens gleich der endlichen Ausdehnung der Fi- 
gur F in der Richtung der Axe X> und es wird daher 6 'S, ad mit 
$ gleichzeitig unendlich klein. Folglich nähert sich das Product 
Td* demselben Grenzwerthe A, welchem sich ^hd nähert; was 
zu beweisen war. 

Es leuchtet übrigens ein, dass dieser Satz nicht an die Be- 
schränkung gebunden ist, nach welcher die Parallelen mit der 
Axe Y nur einmal in die Figur F ein- und nur einmal aus ihr 
austreten. Man kann immer die Figur F als ein Aggregat von 
positiven und negativen Flächentheilen ansehen, welche einzeln 
der angegebenen Bedingung genügen ; und wendet man auf jeden 
einzelnen Theil den Satz an, so ergiebt sich daraus sofort die 
Richtigkeit desselben für die ganze Figur F. 
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IV. TJeber die Genera, in welche die Classen der quadra- 
tischen Formen von bestimmter Determinante zerfallen*). 



§• 121. 



Ist (o, 6, c) eine quadratische Form Ton der Determinante 
b* — ac = D, und sind z' irgend zwei durch diese Form dar- 
stellbare Zahlen (wobei es gleichgültig ist, ob die darstellenden 
Zahlen relative Primzahlen sind oder nicht), so lässt sich das 
Product zz' stets in die Form x* — By* bringen, wo x und y 
ganze Zahlen bedeuten ; denn aus der Annahme 

z =zaa* + 2bay -f cy\ z' = aß* + 2bßd -f cd* 
folgt (nach §. 54), dass die Form (o, b, c) durch die Substitution 



in eine Form (xr, z') übergeht, deren Determinante 



x* — zz f von der Form By* ist. Aus dieser Bemerkung lassen 
sich folgende Schlüsse ziehen**). 

1) Ist l eine ungerade in D aufgehende Primzahl, so hat für 
alle durch l nicht theilbaren Zahlen n, welche durch die Form 
(a, ft, c) darstellbar sind, das Symbol 



einen und denselben Werth. Denn sind n und n' irgend zwei 
solche durch l nicht theilbare und durch (a, b, c) darstellbare 
Zahlen, so folgt aus nn' = x* — Dy*, dass nn' = x* (mod. I), 
und folglich 



*) Dirichlet: Uecherches sur diverses applications etc. §§.3,6 (Crelle's 
Journal XIX). 

••) Yergl. Gauss: Disquiss. Arühmeticae artt. 229 — 231. 
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(t) = + - (f) = ff) 

ist 

2) kt D = 3 (mod. 4), so hat für alle ungeraden durch die 
Form darstellbaren Zahlen n der Ausdruck 

einen und denselben Werth. Denn sind n und n' irgend zwei 
solche ungerade Zahlen, so ist 

«n' = x 2 — Dy 2 = x 2 -f y 2 (mod. 4); 

da ferner nn' eine ungerade Zahl ist, so muss eine der beiden 
Zahlen x, y gerade, die andere ungerade sein; hieraus folgt 
nn' = 1 (mod. 4), also auch n = n' (mod. 4), und hieraus 

(— l)V*(n-l) = (_ 1)»A(»'-D. 

3) Ist 2> = 2 (mod. 8) , so hat für alle durch dieselbe Form 
darstellbaren ungeraden Zahlen n der Ausdruck 

(__ 1) V 8 (n«-1) 

einen und denselben Werth. Denn aus 

nn' = x* — J)y' 1 = x* — 2y* (mod. 8) 

folgt, da x ungerade ist, nn' = ± 1 (mod. 8), also auch w = + n' 
(mod. 8), woraus die obige Behauptung sich unmittelbar ergiebt. 

4) Ist B = 6 (mod. 8), so hat für alle durch dieselbe Form 
darstellbaren ungeraden Zahlen n der Ausdruck 

(_ i)V s (»-i) + Vb(» 8 -i) 

einen und denselben Werth. Denn aus 

nn' = x* — Dy* = x* -f 2y* (mod. 8) 

folgt, da x ungerade ist, nn' = 1 oder = 3 (mod. 8), je nach- 
dem y gerade oder ungerade ist; dann ist entsprechend n = n' 
oder = 3 n' (mod. 8), und man findet leicht, dass in beiden Fällen 

n — 1 . »« — 1 n' — 1 , n' 2 — 1 , - m 
+ —8— = + —8— (m0d ' 2) 

ist, was zu beweisen war. 

5) Ist D = 4 (mod. 8), so hat für alle durch dieselbe Form 
darstellbaren ungeraden Zahlen n der Ausdruck 

(_ 1)V*(«-D 
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einen und denselben Werth. Denn aus nn' = x 2 — By 2 folgt, 
da x ungerade ist, nn' = 1 (mod. 4), also n = n' (mod. 4). 

6) Ist B = 0 (mod. 8) , so hat für alle durch dieselbe Form 
darstellbaren ungeraden Zahlen n jeder der beiden Ausdrücke 



Auf den Sätzen des vorigen Paragraphen beruht die Einthei- 
lung der quadratischen Formen einer gegebenen Determinante D 
in Genera ; wir beschränken uns hier auf die ursprünglichen For- 
men, weil das, was für sie gilt, leicht auf die andern Formen über- 
tragen werden kann; ausserdem betrachten wir für den Fall einer 
negativen Determinante nur positive, d. h. solche Formen, deren 
äussere Coefficienten positiv sind. Es sei also (a, 6, c) eine ur- 
sprüngliche Form der tften Art (§. 60), so wissen wir (§. 93), dass 
man den Variabein derselben stets solche Werthe x, y beilegen 
kann, dass 



positiv und relative Primzahl zu 2 2) wird; dabei ist es gleichgül- 
tig, ob x und y relative Primzahlen zu einander sind oder nicht. 
Bezeichnet man nun mit l, V ', l" . . . alle von einander verschie- 
denen in B aufgehenden ungeraden Primzahlen, so hat für alle 
durch eine und dieselbe Form (a, 6, c) erzeugten Zahlen ön jedes 
der Symbole 



für sich einen unveränderlichen Werth; ist ferner B nicht = l 



(_ i)V*(n-n UI1( j (_i)y 8 (» 8 -i) 

für sich einen unveränderlichen Werth. Denn aus 

nn' = x 2 — By 2 = x 2 = 1 (mod. 8) 
folgt n = n' (mod. 8). 



§. 122. 





und folglich auch jedes der Symbole 
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(mod. 4), also 6 = 1, so gilt dasselbe, je nachdem D = 3(mod.4), 
D=2 (mod. 8), I) = 6 (mod. 8), D==4 (inod. 8), DeeO (mod. 8) 
ist, entsprechend von dem Ausdruck 

(_-l)Vi(«-D, (_ 1)V«C« 8 — (_1)V Ä («-1) + Ve(««-D, (_l)Vi<«-D 

oder von jedem der beiden Ausdrücke 

(_1)V S («-D und (- l)V 8 (n«-i). 

Die Anzahl dieser Ausdrücke 

(f)' (f)-(-l)'" < "-""-s.w., 

die wir die Charaktere C nennen wollen, hängt nur von der De- 
terminante D ab und soll im Folgenden immer mit X bezeichnet 
werden; offenbar ist X gleich der Anzahl der in D aufgehenden 
ungeraden Primzahlen Z, l\ Z" . . . , wenn D = 1 (mod. 4); in 
den übrigen Fällen mit Ausnahme von D = 0 (mod. 8) ist sie 
um 1 , und im Fall B = 0 (mod. 8) ist sie um 2 grösser. Das 
System der bestimmten Werthe + 1, welche diesen X Charak- 
teren C für eine bestimmte Form (a, c) zukommen, wollen 
wir den Total- Charakter dieser Form nennen. Nach dem Aus- 
fall dieses Total -Charakters theilen wir sämmtliche ursprüng- 
liche Formen von gleicher Determinante und gleicher Art in 
Genera ein, indem wir je zwei Formen in dasselbe Genus oder in 
zwei verschiedene Genera werfen, je nachdem der Total- Charakter 
der einen Form mit dem der andern identisch ist, oder nicht; ein 
Genus ist hiernach der Inbegriff aller ursprünglichen Formen von 
gleicher Determinante und gleicher Art, für welche jeder der X 
Charaktere C für sich genommen denselben Werth besitzt Da 
nun alle Zahlen ö«, welche durch eine bestimmte Form darstell- 
bar sind, auch durch alle mit ihr äquivalenten Formen dargestellt 
werden können, so gehören alle Formen einer und derselben 
CJasse auch in ein und dasselbe Genus; ein Genus ist daher im- 
mer der Inbegriff einer bestimmten Anzahl von Formen-Classen. 
Da ferner jeder der X Charaktere Czwei einander entgegengesetzte 
Werthe haben kann, so leuchtet ein, dass die sämmtlichen ur- 
sprünglichen Formen von einer gegebenen Determinante D und 
von der tften Art höchstens 2* verschiedene Genera bilden können. 

Wir bemerken nun noch, dass die äussern Coefficienten einer 
Form immer durch diese Form dargestellt werden, wenn man der 
einen Variabein den Werth 1 , der andern den Werth 0 beilegt; 
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mithin können die Charaktere dieser Form immer aus einem die- 
ser beiden Coefficientcn erkannt werden. 

Beispiel 1 : Für die Determinante D = — 35 = 1 (mod. 4) 
bilden (§. 67) die sechs Formen 

(1,0,35), (5,0,7), (3, ±1, 12), (4, ±1,9) 

ein vollständiges System nicht äquivalenter (positiver) Formen der 
ersten Art, und die beiden Formen 

(2,1,18), (6,1,6) 

ein solches Formensystem der zweiten Art. Um diese Formen 
(oder die durch sie repräsentirten Classen) in Genera einzuteilen, 
haben wir die beiden Charaktere 

G) - (f) 

zu betrachten, und da X = 2 ist, so sind für jede der beiden 
Formenarten höchstens vier Genera zu erwarten. Die wirkliche Un- 
tersuchung ergiebt als Resultat folgende Tabelle: 



(a, b, c) 




(t) 


(1, 0, 35) 


+ 


+ 


(5, 0, 7) 






(3,+l, 12) 






(4,±1, 9) 


+ 


+ 


(2, 1, 18) 


4- 


+ 


(6, 1, 6) 




— 



Es zeigt sich also, dass jedes der beiden Systeme nur in zwei ver- 
schiedene Genera zerfällt; die drei Formen 

(1,0,35), (4, ±1,9) 
bilden ein Genus, dessen Total-Charakter durch 

© = +>.(t) = + ' 

bestimmt ist; die drei andern Formen 
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(5,0,7), (3,±1, 12) 
bilden ein zweites Genus, dessen Total- Charakter durch 

a)=- i -(T)=- 1 

bestimmt ist. Und jede der beiden Formen der zweiten Art bil- 
det ein Genus für sich. 

Beispiel 2 : Für die Determinante B = — 5 = 3 (mod. 4) 
bilden (§. 71) die beiden Formen 

(1, 0,5), (2,1,3) 

ein vollständiges System nicht äquivalenter (positiver) Formen; 
um sie in Genera einzuteilen, müssen wir die beiden Charaktere 

(_ und (-y) 

betrachten. Der Form (1, 0, 5) entspricht 

(_!)•«»-.) = + 1, (*.) = + l, 

und der Form (2, 1, 3) entspricht 

(_ !)«.-» =_ 1, (|-) = - 1. 

Jede dieser beiden Formen bildet also ein Genus für sich; da 
X — 2 ist, so ist auch hier die Anzahl der Genera nicht = 2*, 
sondern nur = 2* -1 . 

Beispiel 3: Für die Determinante D = 24 = 0 (mod. 8) 
findet man leicht (nach §§. 75, 78, 82), dass folgende vier Formen 

(1,4,-8), (-1,4,8), (3,3,-5), (-3,3,5) 

ein vollständiges Formensystem bilden; es sind hier die folgenden 
drei Charaktere zu betrachten: 

(_l)%o.-i) f (_i)V 8 c««-i>, 

der ersten der obigen Formen entspricht 

(-!)%(-» = + (_!)%(««-» = + i, (JL) = + i ; 

der zweiten 

(_.l)V 8 («-i) = __i, (-1)%(««-D = + (^^-l; 
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der dritten 

(- 1)%<-» = - 1 , (- 1) = - 1 , (}] = + 1; 
und der vierten 

(-!)%(— » = + 1, %(■■-» = _ 1, (JL) = _i. 

Auch hier zeigt sich also, dass die Anzahl der wirklich vorhan- 
denen Genera nicht = 2*, sondern nur = 2*- 1 ist 

§• 123. 

Mit Hülfe des Reciprocitätssatzes lässt sich nun in der That 
nachweisen, dass die Anzahl der verschiedenen Genera höchstens 
= 2* _1 ist. Wir setzen I) = wo S* das grösste in D 

aufgehende Quadrat bezeichnet, und legen den Buchstaben d, £, 
P dieselbe Bedeutung in Bezug auf D' bei, welche sie in §. 101 
in Bezug auf die dortige Determinante D erhalten haben. Dann 
wird 

© = © = ©. 

wo n jede beliebige positive ganze Zahl bedeutet, die relative 
Primzahl zu 2 D ist. Da nun die Determinante D keine Quadrat- 
zahl, also D' nicht = 1 ist, so kann auch nicht gleichzeitig 
3 = -f 1, c = -f- 1 und P = 1 sein, und hieraus folgt leicht, 
dass der Ausdruck 




entweder mit einem der Charaktere C, oder mit dem Producte 
aus mehreren dieser Charaktere identisch ist; bezeichnen wir diese 
Charaktere mit C und ihr Product mit IIC\ so ist also stets 

sobald n positiv und relative Primzahl zu 2 D ist. Da nun durch 
jede ursprüngliche Form der öten Art stets Zahlen tfn dargestellt 
werden können, in welchen n dieser Bedingung genügt (§. 93), und 
zwar solche Zahlen tfn, von welchen D quadratischer Rest ist 
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(§.59), so ergiebt sich, dass der Total-Charakter einer jeden Form 
so beschaffen ist, dass stets 

n c = + i 

und niemals IJ C = — 1 wird. Da nun unter den säinmtlichen 
2 X Zeichencombinationen , welche man erhält, wenn man jedem 
der X Charaktere C sowohl den Werth 4- 1 wie den Werth — 1 
beilegt, offenbar die Hälfte so beschaffen ist, dass TIC — — 1 
wird, bo folgt, dass diesen Zeichencombinationen oder Total- 
Charakteren keine wirklich existirenden Formen entsprechen kön- 
nen. Mithin ist die Anzahl der wirklich existirenden Genera 
höchstens = 2 A ~ 1 . 

Im Folgenden soll nun bewiesen werden, dass allen denjeni- 
gen Zeichencombinationen, welche in Uebereinstimmung mit der 
oben angegebenen Relation sind, wirklich existirende Formen 
entsprechen, dass also die Anzahl der wirklich vorhandenen Ge- 
nera = 2*~~ 1 ist, und ausserdem, dass jedes Genus eine gleiche 
Anzahl von Formen-Classen enthält. 



§. 124. 

Wir wollen wieder (wie in §. 89) mit n alle positiven ganzen 
Zahlen bezeichnen, die relative Primzahlen zu 2D sind, ferner mit 
m alle diejenigen Zahlen n, von welchen D quadratischer Rest ist, 
und mit jll die Anzahl der von einander verschiedenen in m auf- 
gehenden Primzahlen. Es sei ferner #(n) eine der Bedingung 
^ (»0 ^ (»") = ^(w' n ") genügende Function, so ist stets 

*( W ») v v 2^»(m) _ y vAP\»(») 

vorausgesetzt, dass die hier vorkommenden unendlichen Reihen 
bestimmte von der Anordnung der Glieder unabhängige Werthe 
haben. Offenbar geht diese Gleichung durch die Spccialisirung 
$(n) = 1 in die Endgleichung des §. 89 über, und sie könnte 
auch genau auf dieselbe Art wie diese bewiesen werden. Wir zie- 
hen hier folgende Verification vor. 

Verfährt man, wie in §. 91, so erhält man durch Ausführung 
der Multiplication der beiden unendlichen Reihen auf der rechten 
Seite 

Dlricblet, Zahleutheorie. ^ 
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wo 



ist, und S alle Divisoren der Zahl n durchlaufen muss. Denkt 
man sich nun die Zahl » dargestellt als Product von Primzahl- 
potenzen A, B . . . und bezeichnet mau mit a alle Divisoren von 
A y mit b alle Divisoren von B u. s. w., so leuchtet ein, dass r das 
Product aus den Summen 



ist. Wenn nun z. B. A = q a , und q eine Primzahl ist, so wird 



wenn D quadratischer Rest von q ist; ist dagegen D Nichtrest 
von g, so wird 



je nachdem a gerade oder ungerade, d. h. je nachdem A ein Qua- 
drat oder kein Quadrat ist. Bezeichnet man daher mit k alle die- 
jenigen Zahlen w, in welchen nur solche Primfactoren aufgehen, 
von denen D Nichtrest ist, so folgt hieraus, dass jede Zahl «, für 
welche r von Null verschieden ausfällt, von der Form tnk* ist; 
und zwar ist dann x gleich der Anzahl aller Divisoren von m. Da 
ferner ^(mk 9 ) = 4>(m) ^(k 2 ) ist, so wird die rechte Seite unserer 
Gleichung gleich 



Wir wenden uns nun zur linken Seite; hier ist zunächst 






(mk 1 )' ~~ ~ &*' W 



und folglich braucht nur noch gezeigt zu werden, dass 



»(m 2 ) „ 2^(wQ _ v %${m) 
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ist Führen wir links die Multiplication aus, indem wir alle Glie- 
der des Productes, welche einen und denselben Nenner m* haben, 
in ein einziges zusammenfassen, so erhalten wir ein Resultat von 
der Form 

v *' * (m) 

wo der Coefficient 

x' = 1 2t* 

aus ebenso vielen Gliedern besteht, als die Zahl m quadratische 
Divisoren d* besitzt, und wo die Zahl ^ für jede Zerlegung von 
der Form m = efr angiebt, wie viele verschiedene Primzahlen in 
s aufgehen. Es braucht daher jetzt nur noch nachgewiesen zu 
werden, dass x' = x ist, d. h. es muss folgender Satz bewiesen 
werden : 

Zerlegt man eine ganze positive Zahl m auf alle mögliche 
Arten in zwei Factoren, von denen der eine ein Quadrat d' 1 ist, 
und bezeichnet man mit y, jedesmal die Anzahl der in dem andern 
Factor s aufgehenden von einander verschiedenen Primzahlen, so 
ist S 2'" gleich der Anzahl r aller Divisoren der Zahl m. 

Von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt man sich aber 
leicht auf folgende Weise. Ist 

m = a a b^ c y . . ., 

wo a, b, c . . . von einander verschiedene Primzahlen bedeuten, 
so ist jeder Divisor s von der Form 

e = ABC . . 

wo A } B } C . . . resp. irgend welche Glieder aus den Reihen 

a\ a tt ~\ a"" 4 ... 
bP, ... 

u. s. w. bedeuten, welche so weit fortzusetzen sind, als die Expo- 
nenten nicht negativ werden. Lässt man nun jedem Factor 
A, B y C . . . resp. einen Factor A\ 2?', C . . . entsprechen, wel- 
cher = 2 oder = 1 ist, je nachdem der entsprechende Exponent 
;> 0 oder = 0 ist, so wird 

2t Ä = A'B'C'..., 

23* 
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und folglich 

da aber, wie unmittelbar einleuchtet 

1 A' = « + 1, 1 B' = ß + 1, SC = r + l.... 
ist, so findet man 

v 2 ^ = (« + 1) (ß + 1) (y + 1) . . . = 

was zu beweisen war. 

Die Richtigkeit der obigen Gleichung ist also hiermit eben- 
falls erwiesen. 



§. 125. 

Nach §. 123 zerfallen die sämmtlichen positiven Formen von 
der Determinante D und von der tften Art, und also auch die 

sämmtlicheu h Formenclassen in höchstens t = 2 A_1 verschie- 
dene Genera, deren Total- Charaktere sämmtlich der Bedingung 

n C'= + 1 

genügen, und die wir mit 

Gi, Cr-2 • • • Gr x 

bezeichnen wollen; die Anzahlen der Formen-Classen, welche 
diese Genera enthalten, sollen entsprechend mit 

9n 9i • • • 9t 

bezeichnet werden, so dass also, wenn eines dieser Genera, z. B. 
G>, nicht wirklich vorhanden sein sollte, g r = 0 zu setzen ist. 
Es soll nun gerade im Folgenden gezeigt werden, dass dies nie- 
mals eintritt, dass also diese t Genera wirklich existiren, und 
ausserdem, dass sie alle gleich viele Formen-Classen enthalten, 
dass also 

1 7 

9\ — 9-2 = 93 ' ' ' = — h 

ist. 

Zu diesem Zweck benutzen wir die im vorigen Paragraphen 
bewiesene Gleichung, und zwar verstehen wir unter ^(n) irgend 
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eins der 2* = 2r Glieder der Summe, welche durch die Entwicke- 
lung des üher alle X Charaktere C erstreckten Productes 

FI (1 -f- C) 

entsteht; der Bedingung ty(n) rl>(n') = ty(nn') geschieht offen- 
bar durch jede solche Specialisirung Genüge, denn alle Factoren 
C, aus denen ein solches ^(n) zusammengesetzt ist, genügen der- 
selben Bedingung. Da ausserdem i> (n) für jede Zahl n, die rela- 
tive Primzahl zu 22) ist, = + 1 ist, so convergiren die vier in 
der Gleichung vorkommenden unendlichen Reihen unabhängig 
von der Anordnung ihrer Glieder für jeden positiven Werth 
s > 1. Es ist also unter dieser Annahme 

Denken wir uns nun wieder (wie in §. 88) ein vollständiges 
System S von h Formen 

von der Determinante D und von der öten Art aufgeschrieben, 
und unterwerfen wir die Variabein y jeder Form den dort an- 
gegebenen Bedingungen I), II), III), so wird jede Zahl <Sm im 
Ganzen auf x . 2*" verschiedene Arten erzeugt, wo x die eben- 
daselbst festgesetzte, nur von D und ö abhängige Bedeutung hat. 
Die sämmtlichen h Formen des Systems S zerfallen nun in zwei 
Gruppen, nämlich in eine Gruppe von H Formen, die wir mit 
(a, 6, c) bezeichnen wollen, für welche tl>(m) = -|- 1 ist, und in 
eine zweite Gruppe von H' Formen, die wir mit (a', b\ c') be- 
zeichnen wollen, für welche ij>(m) = — 1 ist. Offenbar werden 
auf diese Weise alle g r Formen des Systems S, welche einem und 
demselben Genus G r angehören, auch einer und derselben dieser 
beiden Gruppen zugetheilt; denn für alle diese Formen hat jeder 
Factor von ty(m) für sich genommen, und folglich auch #(m) 
selbst einen und denselben Werth. Und umgekehrt leuchtet ein, 
dass alle Zahlen öm, denen ^ (w) — -{- 1 entspricht, ausschliess- 
lich durch Formen der ersten Gruppe, und alle Zahlen tfm, denen 
ty(m) = — 1 entspricht, ausschliesslich durch Formen der zwei- 
ten Gruppe erzeugt werden. 

Mithin ist 
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- 2 *("0 ~ 



wo auf der rechten Seite die den H Formen (o, b. c) der ersten 
Gruppe entsprechenden Doppelsummen mit positivem Vorzeichen, 
und die den H' Formen (a', c*) der zweiten Gruppe ent- 
sprechenden Doppelsummen mit negativem Vorzeichen behaftet 
sind. 

Multiplicirt man jetzt diese Gleichung mit der unendlichen 
Reihe 

n ._ 

so erhält man links zufolge der obigen Gleichung das Resultat 



21 "n- V«/ n* ' 

führt man ferner auf der rechten Seite die Multiplication wie in 
§. 90 aus, so verändert sich äusserlich ihre Gestalt nicht, sondern 
es fällt allein die frühere Bedingung III) fort, nach welcher die 
den Variabein x, y beigelegten Werthe relative Primzahlen zu 
einander sein mussten. Man erhält daher 

- ^( ax* 4- Ibxy + cy 2 y 

„ f£\ ?Kw)_r" V * ) 

* n' *• ~ v fa'x* + Wxy+^ r' 

* H 5 ; - 



• • • • 



Setzen wir jetzt s = 1 -f und multipliciren wir mit q, so 
nähert sich mit unendlich abnehmendem positiven q jedes der h 
Producte 

„ fax * -f 2 bxy -f- cy + e> _ /a'tf2 + 2 &'zy -f c'y + ^ 

*H s ; 5 ; 

einem und demselben von Null verschiedenen Grenz werth W, 
welcher für eine negative Determinante in §. 95, für eine positive 
in §. 98 bestimmt ist; mithin wird der Grenzwerth, welchem sich 
das Product aus q und aus der rechten Seite der vorstehenden 
Gleichung nähert, gleich (H — R')W. 

Für die beiden Fälle nun , in welchen für if> (n) entweder das 
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Anfangsglied 1 oder das Glied TIC der Entwicklung des Pro- 
ductes 77 (1 -f C) genommen wird, ist H — h und H' = 0; und 
die obige Gleichung stimmt genau mit der in §. 90 überein, wel- 
che später zur Bestimmung der Ciassenanzahl h führte. In den 
übrigen (2r — 2) Fällen, d. h. also, wenn unter i}>(ri) irgend ein 
Glied des entwickelten Ausdrucks 

n (i -f c) - 1 - n c 

verstanden wird, nähert sich aber, wie im folgenden Paragraphen 
nachträglich gezeigt werden soll, jede der beiden unendlichen 
Reihen 

mit unendlich abnehmendem q einem endlichen Grenzwerth, und 
folglich das Product 

dem Grenzwerth Null. Vergleicht man dies mit dem oben ge- 
fundenen Grenzwerth (H — H') W, wo W eine von Null ver- 
schiedene Grösse war, so ergiebt sich 

//— //' = 0, 

d. h. jedem dieser (2r — 2) Fälle entspricht eine Eintheilung 
aller h Formen des Systems S in zwei Gruppen, deren jede eine 
gleiche Anzahl H = H' = 1 / i h Formen enthält 

Zufolge der obigen Bemerkung, dass die g r Formen des Sy- 
stems S, welche einem und demselben Genus G> angehören, bei 
jeder einzelnen Specialisirung von ^(w) entweder alle in die 
erste, oder alle in die zweite Gruppe fallen, lässt sich jede solche 
Gleichung von der Form H — J/' = 0, welche einem dieser (2 t — 2) 
Fälle entspricht, in folgender Weise aufschreiben 

0i ± 9i ± 9* ± ' * * ± 9t = 0, (g) 

wo die Anzabl g v jedesmal mit positivem, irgend eine andere An- 
zahl g r aber mit positivem oder negativem Vorzeichen behaftet 
ist, je nachdem in diesem Fall die Formen des Genus G> dersel- 
ben Gruppe. angehören, wie die Formen des Genus C?j, oder nicht, 
d. h. je nachdem die Werthe, welche ^(n) in dem Genus Qr x und 
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in dem Genus G r erhält, gleich oder entgegengesetzt sind. Ist 
d der Ueberschuss der Anzahl der Fälle, in welchen das Erstere 
eintritt, über die Anzahl der übrigen, so wird, wenn man alle 
Gleichungen (g) addirt, die den (2r — 2) verschiedenen Fällen 
entsprechen, der Coefticient von g x gleich (2 r — 2), und der von 
g r gleich J werden. Um nun diesen Ueberschuss J zu bestim- 
men, bezeichnen wir mit y x und y r die bestimmten Werthe + *» 
welche irgend einer der A Charaktere C resp. in dem Genus G x 
und G r annimmt, und unter diesen mit y x und y r ' diejenigen 
Werthe, welche den Charakteren C entsprechen; man überzeugt 
sich dann leicht, dass 

d == n (1 -- 1 - n YxYr 

ist; denn wenn wir das erste, aus X Factoren von der Form 
0 -f Y\Yr) bestehende, Product rechter Hand entwickeln und 
die daraus entstehenden beiden Glieder 1 und 77 y x y r ' gegen die 
beiden andern Glieder fortheben, so bleiben 2* — 2 = 2z — 2 
Glieder zurück, deren jedes einem bestimmten GHede des ent- 
wickelten Ausdrucks 

n(i + Q-i-nc, 

d. h, einer bestimmten Specialisirung von il>(ri) entspricht, und 
zwar wird ein solches Glied = -f l oder = — 1 werden, je 
nachdem die beiden Werthe, welche das correspondirende #(n) 
im Genus G x und im Genus G r annimmt, gleich oder entgegen- 
gesetzt ausfallen; die algebraische Summe aller dieser Glieder 
ist also in der That gleich dem Ueberschuss z/, was zu beweisen 
war. Da nun die beiden Genera G x und G r verschieden sind, 
so ist mindestens einer der k Factoren (1 -f- y x y r ) gleich Null, 
und da ausserdem 77 y x ' = 1, 77 y/ = 1 und folglich auch 
77 y x y r ' = 1 ist, so erhalten wir J = — 2. Da dieser Ueber- 
schuss 4 nun für alle von G x verschiedenen Genera gleich gross 
ist, so erhalten wir durch Addition sämmtlicher (2r — 2) Glei- 
chungen (g) das Resultat 

(2r - 2) g x - 2 (g t + g z + . • . + g t ) = 0, 
und da ausserdem 

9\ + <7u 4- 9z -f • • • 4- 9t = * 

ist, so folgt 



Digitized by Goo 



Genera der Formen. 



2 t g x — 2h = 0, also g l = — = ^k—i - 

Da endlich für jedes andere Genus G*, G z • • ♦ G t die Unter- 
suchung ebenso geführt werden kann, wie für das Genus ö n so 
erhalten wir als Endresultat den Satz: 

Die Anzahl der wirklich existirenden Genera ist gleich 2*— ! , 
und alle diese Genera enthalten gleich viele Formenclassen*). 



§. 126. 

Zur Vervollständigung des vorstehenden Beweises haben wir 
nun noch zu zeigen, dass für jede der 2r — 2 Specialisirungen von 
#(n), welche den Gliedern des obigen entwickelten Ausdrucks 
entsprechen, jede der beiden unendlichen Reihen 



mit unendlich abnehmendem positiven q sich einem endlichen 
Grenzwerth nähert. Dies kann mit Rücksicht auf frühere Unter- 
suchungen (§. 101) in folgender Weise geschehen. 

Jeder der beiden Coefficienten ty(n) und (~~)^( n ) * 8t von 
der Form 

«„ = 0Vi<—i> jjW-D 

wo Ö a = 1, 17 2 = l, und L irgend ein ungerader Divisor von D 
ist; da quadratische Factoren im Nenner eines solchen Symbols 

(^~^ fortgelassen werden dürfen, so können wir annehmen , dass 

L durch keine Quadratzahl (ausser 1) theilbar ist. Ferner ist 
jedenfalls nicht gleichzeitig 0=4- l, 1? = + 1, L = 1; denn 

sonst wäre entweder i}>(n) = 1, oder #(n) = ^—^ = TIC, gegen 

unsere Voraussetzung. 

Bezeichnen wir mit LL' das Product aus allen von einander 
verschiedenen in D aufgehenden ungeraden Primzahlen, so ist 
das System der Zahlen n identisch mit dem System aller positi- 
ven ganzen Zahlen, welche relative Primzahlen zu 8 LL' sind; 

*) Vergl. DtSQuisitiones Arithmeticae artt. 252, 261, 287. 
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wir betrachten zunächst nur die ersten <p(8LL') Zahlen n , d. b. 
diejenigen Zahlen n, welche kleiner als 8LL' sind, und zeigen, 
dass die Summe der entsprechenden Werthe von a n gleich Null 
ist. Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit a irgend eine der vier 
Zahlen 1, 3, 5, 7; mit b irgend eine der <p(L) Zahlen, welche 
relative Primzahlen zu L und nicht grösser als L sind; endlich 
mit b' irgend eine der gp(L') Zahlen, welche relative Primzahlen 
zu L' und nicht grösser als L' sind. Es wird dann (nach §. 25) 
durch die drei Congruenzen 

n = a (mod. 8), n = b (mod. L), n = b' (mod. L') 

eine und nur eine Zahl n bestimmt, welche relative Primzahl zu 
8X7/ und zugleich kleiner als 8 LL' ist; und wenn jede der 
drei Zahlen a, b' unabhängig von den andern alle ihr zukom- 
menden Werthe durchläuft, so werden auf diese Weise auch alle 
<p(8LL') Zahlen n erzeugt, die relative Primzahlen zu 8LL' 
und kleiner als 8 LL' sind. Da nun jedesmal 

0V«O»-D rf/e (»* — 1) = QVtia-1) ^/aC««-« ^ = 

ist, so wird die über diese Werthe von n ausgedehnte Summe 

2 a n = 9(2/) . 2 ÖV«(— i) ,VW-i> . 2 
nun ist aber (nach §. 52, I. oder nach §. 116) 



ausgenommen, wenn L = 1 ist; ausserdem findet man leicht, 
dass auch 

2 0Vs(a-l) ^/»(a«-!) = 0 

ist , ausgenommen , wenn gleichzeitig 0 = -f-l, rj = -\- 1 ist. 
Da nun in unserm Falle diese beiden Ausnahmefalle jedenfalls 
nicht gleichzeitig eintreten, so ist 

2 «» = 0, 

wo das Summenzeichen sich auf die angegebenen Werthe von n 
bezieht. 

Da ferner, sobald n' = n (mod. 8 LZ/), auch a n , = cc n ist, 
so wird immer 
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1 «„ =0 

sein, wenn die Suinmation auf beliebige tpiüLL') auf einander 
folgende, also nach dem Modul SLL' incongruente Werthe von 
n ausgedehnt wird. Und hieraus folgt unmittelbar, dass die 
Summe aller Werthe von a B , die beliebig vielen auf einander fol- 
genden Werthen von n entsprechen (von n = 1 an gerechnet) 
stets unterhalb einer endlichen angebbaren Grenze bleibt. Nach 
einer frühern Untersuchung (§. 101) ist daher die Reihe 




wenn ihre Glieder nach der Grösse der Nenner geordnet werden, 
eine für jeden positiven Werth von $ endliche und stetige Func- 
tion von s; also nähert sich auch jede der beiden obigen Reihen 
mit unendlich abnehmendem positiven q einem endlichen Grenz- 
werth, was zu beweisen war. 



V. Theorie der Potenzreste für zusammengesetzte Moduli. 

§. 127. 

Es ist in §. 28 gezeigt, dass, wenn die Zahl a relative Prim- 
zahl gegen den Modul k ist, stets positive ganze Exponenten n 
von der Beschaffenheit existiren, dass a n = 1 (mod. k) ist; diese 
Exponenten n sind die sämmtlichen Vielfachen des kleinsten unter 
ihnen; bezeichnet man diesen mit d, so sagt man, die Zahl a 
gehöre zum Exponenten d; und die 8 Zahlen 

1, a, a* . . . a*- 1 (4) 

sind sämmtlich incongruent. Mit Hülfe des verallgemeinerten 
Fermat'schen Satzes ist dort ebenfalls gezeigt, dass 8 immer ein 
Divisor von <p(k) ist; dies Resultat lässt sich aber auch ohne 
Hülfe des Fermat'schen Satzes ableiten durch eine eigentümliche 
Methode, welche sehr häufig zum Nachweise der Theilbarkeit 
einer Zahl durch eine andere gebraucht werden kann. In unserm 
Falle gestaltet dieselbe sich folgenderinaassen. 

Ist a' irgend eine relative Primzahl zu k, so sind (nach §. 18) 
die 8 Zahlen 

a', a'a, a'a* . . . a'a*- 1 (A') 

sämmtlich incongruent; dasselbe gilt von den 8 Zahlen 

a", a"a, a"a» . . . a" a«*- 1 (A") 

sobald a" ebenfalls relative Primzahl zu k ist Jeder solche 
Complex, wie A' oder A", enthält 8 unter einander incongruente 
Zahlen, die sämmtlich relative Primzahlen gegen k sind und also 
als Repräsentanten von 8 Zahl-Classen in Bezug auf den Modul k 
angesehen werden können. Gesetzt nun, es findet sich eine und 
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dieselbe Zahlclasse in jedem der beiden Com plexe A' und A" ver- 
treten, so giebt es zwei Exponenten p\ von der Beschaffen- 
heit, dass 

a'.af' = a^a?*" (mod. k) 

ist; nehmen wir an, was der Symmetrie wegen erlaubt ist, dass 
fi" g> f*', so erhält man durch Division mit af*' die Congruenz 

a' = a".ai""-^' (mod. k) ; 

und hieraus folgt sogleich, dass jede in A' enthaltene Zahl a' • a m 
auch einer Zahl von der Form a" • o", d. h. einer in A" enthal- 
tenen Zahl congruent ist. Wir können hieraus schliessen, dass 
entweder zwei solche Complexe A\ A" dieselben ö Zahlclassen 
enthalten, oder dass keine einzige Ciasse in beiden gleichzeitig 
vertreten ist. 

Bildet man nun der Reihe nach alle solche aus d Zahlclassen 
bestehenden Complexe von der Form A\ A" . . ., und zwar nur 
solche, welche von einander verschieden sind, so muss endlich 
jede der <p(k) Zahlclassen, welche relative Primzahlen zu k ent- 
halten, in einem dieser Complexe, und auch nur in einem, ver- 
treten sein; ist daher e die Anzahl dieser von einander verschie- 
denen Complexe, so muss (p{k) = sd, also <p(k) theilbar durch 
ö sein, was zu beweisen war. 

Hieraus ergiebt sich nun der Fermat'sche Satz als Folge- 
rung; denn erhebt man die Congruenz 

o^=l (mod. k) 

zur fiten Potenz, so erhält man 

= 1 (mod. k). 



§. 128. 

Für den Fall, dass der Modul k eine Primzahl p ist, wurde 
ferner in §. 29 bewiesen, dass zu jedem Divisor Ö von <p(p)=p — l 
genau <p(d) Zahlen gehören, die nach dem Modul p incongruent 
sind; und in §. 30 sind die Eigenschaften der sogenannten primi- 
tiven Wurzeln von p betrachtet, d. h. derjenigen <p(p — 1) incon- 
gruenten Zahlen g, welche zum Exponenten p— 1 selbst gehören. 
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Wir wollen nun untersuchen, ob ähnliche Gesetze auch für zu- 
sammengesetzte Moduln gelten. 

Zunächst beschränken wir uns auf den Fall , in welchem der 
Modul Ä; eine Potenz von einer ungeraden Primzahl p ist, und wir 
werden der Analogie nach unter einer primitiven Wurzel von Ä; 
jede Zahl g verstehen, welche zum Exponenten <p(k) gehört. Dem 
Beweise der wirklichen Existenz solcher primitiven Wurzeln 
schicken wir folgenden Hülfssatz voraus : 

Ist h irgend eine ganze Zahl und jt ^> 1 eine positive ganze 
Zahl, so ist stets 

* mm ' 

(1 + hp n ) p = 1 + hp n + l (mo(\.p n+2 ). 

Man überzeugt sich hiervon leicht durch die Entwicklung der 
linken Seite nach dem binomischen Satze; man findet nämlich 
zunächst, indem man sich auf die drei ersten Glieder beschränkt, 

(1 + hp*)' = 1 + hp n + i + i(p-l)h*p 2n + l (mod.jp 3 *), 

und hieraus ergiebt sich die obige Congruenz, wenn man bedenkt, 
dass p ungerade, also \ {p — 1) eine ganze Zahl, und ferner, dass 
sowohl jp 27I + 1 als auch p 3n durch p n + 2 theilbar ist. 

Nach dieser Vorbemerkung gehen wir an unsere Untersu- 
chung und nehmen zunächst einmal an, es existire für den Modul 
+ wo jr^l ist, wirklich eine primitive Wurzel g\ dann liegt 
es nahe zu fragen: zu welchem Exponenten gehört eine solche 
Zahl g in Bezug auf den Modul p n ? Es sei d dieser Exponent, 
also 

g*= 1 + hp 71 , 

so erhält man mit Hülfe des soeben bewiesenen Satzes 

g 6 * = 1 (mod. p n+l )\ 

da nun g primitive Wurzel von p n + l ist, so muss dp durch 
qp(jp*» + 1 )= (p — l)p n i und folglich S durch (p — l)^* - 1 theil- 
bar sein ; andererseits muss aber, da g zum Exponenten 8 in Bezug 
auf den Modul p n gehört, nothwendig (p(p n ) = (p — l)p n ~ 1 
durch S theilbar sein; mithin ist d= 9>(j? n ), d. h. g ist auch pri- 
mitive Wurzel von p n . Zugleich leuchtet ein, dass die in der 
Gleichung 

g(p-l)p n - 1 = 1 + h p " 
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vorkommende Zahl h nicht durch p theilbar sein kann; denn 
sonst wäre 

also g keine primitive Wurzel von p n + 1 . 

Setzt man diese Schlüsse weiter fort, so erhält man zunächst 
das Resultat: 

Jede primitive Wurzel g von einer höhern Potenz einer un- 
geraden Primzahl p ist nothivendig eine primitive Wurzel der Zahl 
p selbst, und zwar von der Beschaffenheit, dass g*>- 1 — 1 nicht 
durch p 2 theilbar ist. 

Wir wollen nun umgekehrt annehmen, es sei g eine primitive 
Wurzel von p n , und zwar von der Beschaffenheit, dass die in der 
Gleichung 

g(,P-i)P n ~ l = i 4. hpn 

vorkommende Zahl h nicht durch p theilbar ist; und wir fragen 
jetzt: zu welchem Exponenten gehört diese Zahl g in Bezug auf 
den Modul p 71 + 1 ? Ist 6 dieser Exponent, also 

g* = 1 (mocL j) 7r + l ), 

so ist auch 

g* = 1 (mod. p n ), 

und folglich 6 theilbar durch <p(p n )\ da aber andererseits d ein 
Divisor von q>{p n4tl ) = pq> (j> n ) sein muss, so ist ö entweder 
= <p(p n )i oder = <p(p n + l )\ das Erstere ist aber nicht der Fall, 
weil unserer Voraussetzung zufolge die Zahl h nicht durch p theil- 
bar ist; also ist 8 = <p(p n + 1 % d. h. die Zahl g ist primitive Wur- 
zel vonj> n + 1 . Zugleich leuchtet aus der Congruenz 

g (p-i)p n =(1+ hp n y = l-f hp n + l (mod. p n + 2 ) 
ein, dass die in der Gleichung 

g (p-i)p n = 1 4 h'p n + l 

vorkommende Zahl h' nicht durch p theilbar ist. 

Durch Fortsetzung dieser Schlussweise erhalten wir das 
zweite Resultat: 

Jede primitive Wurzel g einer ungeraden Primzahl jp, für 



Digitized by Google 



368 



Supplement V 



welche die Differenz gP~ l — 1 nicht durch p* theilbar ist auch 
eine primitive Wurzel aller höhern Potenzen von p. 

Um also die Existenz von primitiven Wurzeln g für höhere 
Potenzen von p nachzuweisen, und um alle diese Zahlen g zu fin- 
den, haben wir nur noch zu zeigen, dass in der That primitive 
Wurzeln g von p existiren, für welche g p ~ 1 — 1, oder, was das- 
selbe sagt, für welche g* — g nicht durch p* theilbar ist. Dies 
geschieht leicht auf folgende Weise. Ist / eine primitive Wurzel 
von j), so sind alle in der Form 

enthaltenen Zahlen g ebenfalls primitive Wurzeln von p\ dann 
ist nach dem binomischen Satze 

gP = ff ( mo d. 2> a ); 

setzen wir daher 

fp = f + f'p (mod. p'), 

so wird 

gp —g == p (f' — x) (mod. i>»), 

und folglich ist g = / -f- px jedesmal eine primitive Wurzel 
aller Potenzen von p, ausgenommen, wenn x = /' (mod. p) , also 

f + px =fp (mod. p 2 ) 

ist. Da nun <p(p — 1) nach dem Modul p incongruente Zahlen/ 
existiren, und aus jeder Zahl / genau (p — 1) in Bezug auf den 
Modul jp* incongruente Zahlen g = f -j- px von der Beschaffen- 
heit abgeleitet werden können, dass g p ~ l — 1 nicht durch p 2 
theilbar wird, so erhalten wir das Resultat: 

Die sämmtlichen primitiven Wurzeln von höhern Potenzen 
einer ungeraden Primzahl p sind die sämmtlichen Individuen von 
(p — 1) <p(p — 1) verschiedenen Zalilclassen in Bezug auf den 
Modul p 7 . 

Beispiel: Sämmtliche primitive Wurzeln der Primzahl p = 7 
sind in den beiden Reihen Ix -f- 3, Ix -f 5 enthalten ; da nun 

3 7 = 31, 5 7 = 19 (mod. 49) 

ist, so sind alle in den arithmetischen Reihen 7# -f 3, 1 x -\- 5 
enthaltenen Zahlen, mit Ausnahme derer, welche =31 oder = 19 
(mod. 49) sind, auch primitive Wurzeln von allen höhern Poten- 
zen von 7. 
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§. 129. 

Nachdem im Vorhergehenden die Existenz von primitiven 
Wurzeln g für jeden Modul p n nachgewiesen ist, der eine Potenz 
einer ungeraden Primzahl p ist, kann man leicht die übrigen 
elementaren Fragen über die Potenzreste beantworten. Setzt man 
zur Abkürzung 

<P(p n ) = c, 

so sind die Potenzen 

9\ 9\ 9* • • • 9 e ~ l ( mod - P n ) 

sämmtlich incongruent, und bilden daher ein vollständiges System 
incongruenter Zahlen, mit Ausschluss der durch p theilbaren 
Zahlen. Ist daher n irgend eine durch p nicht theilbare Zahl, so 
existiren stets unendlich viele Exponenten y, die aber nach dem 
Modul c sämmtlich einander congruent sind, von der Beschaffen- 
heit, dass 

n=g y (mod. p 71 ); 

man nennt dann y den Index der Zahl n für die Basis g, und 
drückt dies in Zeichen so aus 

Ind. n = y (mod. c) \ 

durchläuft y ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modul 
c, so durchläuft n ein vollständiges System von Zahlen, die rela- 
tive Primzahlen zu p n und unter einander nach dem Modul p n 
incongruent sind. Für die Rechnung mit diesen Indices gelten 
dieselben Gesetze, wie die (in §. 30 angegebenen) für den Fall 
n = 1. Wir heben hier besonders hervor, dass 

Ind. (1) = 0, Ind. (— 1) = \ c (mod. c), 

und ferner, dass n quadratischer Rest oder Nichtrest von p n ist, 
je nachdem Ind. n gerade oder ungerade ist. 

Aus dem Index einer Zahl n lässt sich leicht der Exponent t 
bestimmen, zu welchem n in Bezug auf den Modul p n gehört; aus 

n = g™ " (mod. p n ) 

folgt nämlich 

24 

Dlrlchtet. Z«h1<?ntheort«v 
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n* = g* Ind - w (raod. p n ) ; 
soll also n* = 1 sein, so muss * Ind.» durch c theilbar, und folg- 
lieh t ein Multiplum von y sein, wo d den grössten gemeinschaft- 
lichen Divisor ?on c und Ind.» bedeutet; die kleinste aller dieser 
Zahlen d. h. der Exponent, zu welchem n gehört, ist daher =-g- 

Hieraus folgt, dass » stets und nur dann eine primitive 
Wurzel von p n ist, wenn Ind. n relative Primzahl zu c ist; die 
Anzahl aller nach dem Modul p n incongruenten primitiven Wur- 
zeln von p n ist daher gleich der Anzahl derjenigen der Zahlen 

0, 1, 2 ... c — 1, 

welche relative Primzahlen zu c sind, also gleich <p(c) = <pq>(p n X 
Dasselbe Resultat ist aber auch eine unmittelbare Folge aus dem 
Schlusssatze des vorigen Paragraphen. 

§. 130. 

Die Primzahl 2 verhält sich anders als die ungeraden Prim- 
zahlen , welche bisher ausschliesslich betrachtet wurden. 

Für den Modul 2 kann jede ungerade Zahl als primitive 
Wurzel angesehen werden. 

Für den Modul 2 a = 4 ist 3 = — 1 eine primitive Wurzel; 
zu jeder ungeraden Zahl n giebt es einen entsprechenden Expo- 
nenten a von der Beschaffenheit, dass 

» = (—1)« (mod. 4) 

ist; und zwar ist a = 0 (mod. 2), oder = 1 (mod. 2), je nach- 
dem » = 1 oder = 3 (mod. 4) ist 

Bis hierher findet also noch völlige Analogie mit den ungera- 
den Primzahlen Statt; sobald aber ein Modul 2* betrachtet wird, 
in welchem der Exponent X ^ 3 ist, hört dieselbe auf. Es lässt 
sich nämlich zeigen, dass, wenn n irgend eine ungerade Zahl be- 
deutet, immer schon 

w i^ (2 *) = W 2*-* = i (mod. 2 A ) 

ist In der That ist dieser Satz richtig für X = 3; denn das 
Quadrat jeder ungeraden Zahl n ist = 1 (mod. 8). Nehmen wir 
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ferner an, der Satz sei für einen beliebigen Exponenten X ^ 3 
schon bewiesen, es sei also 

n a *- 2 = 1 + h2 X , 

so folgt hieraus durch Quadriren 

n**- 1 = 1 -f Ä2*+i + Ä«2'* = 1 (mod. 2* + i), 

d.h. der Satz gilt auch für den nächstfolgenden Exponenten A + 1. 
Er gilt mithin allgemein, da er für 1 = 3 gilt 

Es fragt sich nun , ob es in diesen Fällen wenigstens Zahlen 
giebt, die zu dem Exponenten. |<jp( 2 *) = 2*- 2 gehören; man 
überzeugt sich leicht, dass die Zahl 5 diese Eigenschaft für jeden 
Modul 2* > 8 besitzt. Es ist nämlich 

5=14-4 (mod. 8) 
5*==l+8 (mod. 16) 
5< = 1 + 16 (mod. 32) 
5« s= 1 + 32 (mod. 64) 

5**- 3 == 1 4. 2*-' (mod. 2*); 

5**- 8 niemals == 1 (mod. 2*), 

woraus unmittelbar folgt, dass der Exponent, zu welchem die 
Zahl 5 nach dem Modul 2* gehört, kein Divisor von 2*- 3 sein 
kann, und also, da er doch Divisor von 2*- 2 sein muss, nothwen- 
dig =2*-» ist. 

Hieraus ergiebt sich nun, wenn man zur Abkürzung 

|9>(2*) = 2*- 2 = b 

setzt, dass die b Zahlen 

50, 51, 5« . . . 5 Ä ~ l 

sämmtlich nach dem Modul 2* incongruent sind; dasselbe gilt 
von den Zahlen 

— 50, — 51, — 5' ... — 5 6 - 1 

da ferner die erstem sämmtlich =1 (mod. 4), die letztern sämmt- 
lich = 3 (mod. 4) sind; so bilden sie zusammengenommen ein 
System von q> (2*) nach dem Modul 2* incongruenten ungeraden 

24* 



allgemein 
also 
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Zahlen. Ist daher n irgend eine ungerade Zahl, so kann man 
stets 

n = (—l) a 5 ß (mod. 2*) 

setzen, wo a nach dem Modul 2, und ß nach dem Modul b voll- 
ständig bestimmt ist. Durchläuft « ein vollständiges Restsystem 
in Bezug auf den Modul 2, und ß unabhängig von a ein vollstän- 
diges Restsystem in Bezug auf den Modul b , so durchläuft n ein 
vollständiges System von Zahlen, die in Bezug auf den Modul 2* 
incongruent und relative Primzahlen zu 2*, d. h. ungerade sind. 
Diese beiden Zahlen a und ß kann man die Indices der Zahl n 
nennen; sie befolgen ganz ähnliche Gesetze, wie die Indices für 
die früher betrachteten Moduli. Wir heben noch besonders her- 
vor, dass n = + l oder = + 3 (mod. 8) ist, je nachdem ß gerade 
oder ungerade. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass die vorstehende Form, 
in welche jede ungerade Zahl » gebracht werden kann, auch noch 
für den Fall X = 2 gilt; die Anzahl b der Werthe von ß reducirt 
sich nämlich auf 1 , und da 5 = 1 (mod. 4) , so geht die obige 
Form in die frühere n = (— 1)« (mod. 4) über. Für eine spätere 
Untersuchung ist es sogar zweckmässig, dieselbe Form der Dar- 
stellung aller relativen Primzahlen zu einem Modul von der Form 
2* auf die Fälle X — 0 und X = 1 auszudehnen ; da in denselben 
nur eine einzige Zahlclasse darzustellen ist, so wird man a und ß 
auch nur einen einzigen Werth beizulegen haben ; setzen wir daher 
a = b = 1, wenn X = 0 oder X = 1 ist, in allen andern Fällen 
(X ^ 2) aber a = 2, b = j9(2*), so können wir sagen, dass der 
Ausdruck 

n = (-l)"b ß (mod. 2 A ) 

alle incongruenten relativen Primzahlen zum Modul durchläuft, 
wenn a und ß resp. vollständige Restsysteme in Bezug auf a und 
b durchlaufen. 

§. 131. 

Es sei nun der Modul eine beliebige zusammengesetzte Zahl 

& = 21 p* p' n ' 

wo p. p' . von einander verschiedene ungerade Primzahlen, und 
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A, n, n' . . . ganze positive Exponenten bedeuten, deren erster, A, 
auch == 0 sein kann. Ist n irgend eine relative Primzahl zu Ä-, 
so kann man stets 

w =5 (— l) w 5' (mod. 2*) 
n = g Y (mod. p n ) 
n = g'r' (mod. p' n ') 

setzen, wo g, g' . . . primitive Wurzeln resp. von p 2 , p"* . . . be- 
deuten. Geben wir den Zahlen a, b die im vorigen Paragraphen 
festgesetzte Bedeutung, und setzen wir zur Abkürzung 

V(p") = c 1 vtf"') = C . . . , 
so sind die Exponenten oder Indices 

«» /3, y, / . . . 
vollständig bestimmt in Bezug auf die entsprechenden Moduli 

Q) , b ^ C| C • • • , 

und umgekehrt entspricht jedem solchen Systeme von Indices 
(nach §. 25) eine bestimmte Classe von Zahlen n nach dem Mo- 
dul die relative Primzahlon zu k sind. Durchlaufen die Indices 
"i ß> Yy y' • • • unabhängig von einander ihre a, ft, c, c' . . . Werthe, 
so durchläuft n sämmtliche 

abec' . . . = qp(Ä) 

Zahlclassen in Bezug auf den Modul fc, welche relative Primzahlen 
zu k enthalten. 

Sind die Indices a, ß, y, y' . . . einer Zahl n bekannt, so ist 
es leicht, den Exponenten 8 zu bestimmen, zu welchem die Zahl 
n gehört; denn offenbar ist d das kleinste gemeinschaftliche Mul- 
tiplum aller derjenigen Exponenten, zu welchen die Zahl n in 
Bezug auf die einzelnen Moduli 2*. p n , p' n ' . . . gehört. Dieser 
Exponent Ö ist daher immer ein Divisor von dem kleinsten ge- 
meinschaftlichen Vielfachen ft der Zahlen a, b y c, c' ... Es können 
daher primitive Wurzeln von d. h. Zahlen, die zum Exponenten 
tp(k) gehören, nur dann existiren, wenn fi = <p(k) ist; man über- 
zeugt sich leicht, dass dies nur dann der Fall ist, wenn der Modul 
k = 1, oder = 2, oder = 4, oder eine Potenz einer ungeraden 
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Primzahl, oder das Doppelte einer solchen Potenz ist; und umge- 
kehrt leuchtet ein, dass in diesen Fällen immer primitive Wur- 
zeln existiren. 

Da ferner die Möglichkeit einer binomischen Congruenz von 
der Form 

x m = n (mod. ft) 

und die Anzahl ihrer Wurzeln nur von der Möglichkeit derselben 
Congruenz in Bezug auf die einzelnen Moduli 2*, p n , p' 7 *' . . . 
abhängt (nach §. 37), so überzeugt man sich leicht, dass zur Be- 
urtheilung dieser Frage und zur Auffindung der Wurzeln der 
Congruenz die Kenntniss der Indices der Zahl n vollständig aus- 
reicht. Die wirkliche Ausführung dieser Untersuchung unter- 
drücken wir hier, weil sie sich ganz ebenso gestaltet wie in §. 31. 
Der Fall m = 2 würde auf diese Weise behandelt auf das in §. 37 
gewonnene Kesultat zurückführen. Ebenso leicht ist es, den ver- 
allgemeinerten Wilson'schen Satz (§. 38) von Neuem zu be- 
weisen. 
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VI. Beweis des Satzes, dass jede unbegrenzte arithme- 
tische Progression, deren erstes Glied und Differenz ganze 
Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor sind, unendlich 

viele Primzahlen enthält. 

§. 132. 

Der allgemeine Beweis dieses Satzes *) stützt sich auf die Be- 
trachtung einer Ciasse von unendlichen Reihen von der Form 

L=l *(n), 

wo der Buchstabe n alle ganzen positiven Zahlen durchlaufen 
muss, und die reelle oder complexe Function $(n) der Be- 
dingung 

genügt Hieraus folgt für n = »' = 1, dass ^(1) = 1 oder = 0 
ist; da aber im letztern Fall ^(n) = ^(1) ^(n) für alle Werthe 
von n verschwinden würde, so nehmen wir immer an, dass i/>(l) 
== 1 ist Wir nehmen ferner an , die Function # (n) sei so be- 
schaffen, dass die Summe der analytischen Moduln aller Werthe 
V> (n) endlich ist, woraus folgt, dass die Reihe L einen von der 
Anordnung ihrer Glieder unabhängigen endlichen Werth besitzt 
Man überzeugt sich dann leicht von der Richtigkeit der folgenden 
Gleichung 

wo das Productzeichen sich auf alle, in beliebiger Ordnung auf 
einander folgenden, Primzahlen q bezieht. 

•) Abhandlungen der Berliner Akademie aus dem Jahre 1837. 
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Zunächst leuchtet ein, da die Reihe L die Glieder 



*(1) = 1, = 4>(q 2 ) = ** ■ • • 

enthält, und die Summe derselben für sich einen endlichen Werth 
hat, dass der Modulus von t\> (q) < 1 , und folglich 

1^=^=1 + ♦(«> + *(*») + ••• 

ist. Sind ferner q } , q 2 , q s . . . die sämmtlichen Primzahlen </, wie 
sie in dem Producte linker Hand aufeinander folgen, so wird das 
Product Q der ersten m Factoren 

1 1 1 

wenn man jeden derselben nach der vorstehenden Gleichung in 
eine unendliche Reihe entwickelt und die Multiplication aus- 
führt, gleich £il>(l), wo die Summation über alle die ganzen 
positiven Zahlen l auszudehnen ist, in welchen keine andern 
als die Primzahlen q x , q 2 . . . q m aufgehen. Ist daher h irgend 
eine positive ganze Zahl, und nimmt man m so gross, dass unter 
den Primzahlen g l7 q? . . . q m alle diejenigen enthalten sind, 
welche << k sind, so enthält E$Q) alle Glieder der Reihe 
£^f(n) % in welchen n<Ä ist, und ausserdem noch unendlich 
viele andere, in denen n ^> h ist. Mithin unterscheidet sich 
das Product Q von der Summe Eil>(n) um eine Summe von 
der Form 27i/;(n'), in welche aber nur noch Zahlen n' ein- 
gehen, welche ^ k sind. Da nun die Summe der Moduln aller 
Glieder ift (n) endlich ist , so kann man h , und also auch m so 
gross wählen, dass die Summe der Moduln aller Glieder if(n') j 
und folglich auch der Modul der Differenz Q — E$(ri) kleiner 
wird als jede vorher gegebene Grösse ; d. h. mit unbegrenzt wach- 
sendem m nähert sich Q dem Grenzwerth 27V(n), was zu bewei- 
sen war. 

Ausser diesen Reihen von der Form L = £ (n) haben wir 
noch diejenigen Reihen zu betrachten, welche durch die Entwick- 
lung ihrer natürlichen Logarithmen entstehen. Wenn der Modu- 
lus von e ein echter Bruch ist, so ist bekanntlich 

* + U> + I * 3 + }**+•• = log y~^^ 
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und zwar ist der imaginäre Bestandteil des Logarithmen rechter 
Hand stets zwischen den Grenzen — | ni und + \ ni zu neh- 
men. Setzt man hierin z = i\>(q) und für q alle Primzahlen, so 
erhält man zufolge der Gleichheit (I) 

2 *ö) 4- J 1 <K<Z 2 ) 4- 1 2 ?K<Z 8 ) + • • • = logL (II) 

und offenbar hat die aus unendlich vielen unendlichen Reihen 
bestehende linke Seite einen von der Anordnung der Summationen 
unabhängigen endlichen Werth, weil selbst die Summe der Mo- 
duln aller ihrer Glieder einen endlichen Werth besitzt Der ima- 
ginäro Theil des Logarithmen rechter Hand ist die Summe aller 
imaginären Theile der Logarithmen der einzelnen Factoren, aus 
denen das obige unendliche Product besteht. 

Wir fügen zu diesem Resultat noch einige Bemerkungen hinzu. 
Ist zunächst i}>(ri) eine reelle Function, so sind alle Factoren des 
unendlichen Productes positiv, also ist logL reell, und da die 
Reihe logL einen endlichen Werth hat, so ist L ein positiver von 
Null verschiedener Werth. Ist aber tl>(n) imaginär, und t^'(n) 
der jedesmal mit V (») conjugirte complexe Werth , so ist auch 
$'{n) 1>'(n') — ^'(wn'), und die über alle ganzen positiven 
Zahlen n ausgedehnte Summe L' - E #'(n) ist die mit L = 
£ilf(n) conjugirte Zahl. Zugleich wird. 

1 *'($) 4- 1 2 *'(g 8 ) + 1 2 *'(<z 3 ) + • • • = logL', 

und zwar ist log 2/ conjugirt mit logL, so dass die Summe logL 
-f logL' = log (LI, 1 ) reell wird. 

Ist endlich der Werth der Function V für alle in einer be- 
stimmten Zahl k aufgehenden Primzahlen = 0, so ist 4> (n) jedes- 
mal = 0, wenn n keine relative Primzahl zu k ist, und die Glei- 
chungen (I) und (II) bleiben richtig, wenn man n alle relativen 
Primzahlen zu und q alle in k nicht aufgehenden Primzahlen 
durchlaufen lässt. 



§. 133. 

Es sei nun (wie in §. 131) k eine beliebige positive ganze 
Zahl, und zwar 

k = 2^p n p ,n . . ., 
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wo Pi P' • • • von einander verschiedene ungerade Primzahlen be- 
deuten; wir geben ferner den Buchstaben 

a, 6, c, c' . . . 

ihre frühere Bedeutung (§. 131) und bezeichnen entsprechend mit 

0, 17, 0,0}'... 

irgend welche Wurzeln der Gleichungen 

0« = 1, j?» = 1, ©«■ = 1. o'«' = 1 . . . 

Ist nun n irgend eine positive ganze Zahl und zugleich relative 
Primzahl zu £, und sind ihre Indices 

a(mod. a), /3(mod. ä), y(mod. c), y'(mod. c') . . . , 

so genügt, wie man leicht sieht, der Ausdruck 



^« = — — zr 



der Bedingung #(w) i/>(n') = i\>(nn')\ wenn ferner der Exponent 
s > 1 ist, was wir im Folgenden annehmen wollen, so ist die 
Summe der Moduln n~ * aller Glieder i\>(n) endlich (§. 117), und 
folglich gelten die Gleichungen (I) und (II) des vorigen Para- 
graphen 

nn=W) = ** (w)==L 

2 if(a) + I 2 <H<z 2 ) + J 2 i>m + • • • = logL 

in welchen q alle in & nicht aufgehenden Primzahlen, n alle rela- 
tiven Primzahlen zu k durchlaufen muss; beide Reihen haben, so 
lange s > 1 ist, bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un- 
abhängige Summen. Wir können hinzufügen, dass beide Reihen 
auch stetige Functionen von s sind, so lange s 2> 1 ist; wir be- 
weisen diese Behauptung für alle Werthe von s, welche grösser 
als ein beliebiger unechter Bruch 0 sind, weil hieraus offenbar 
die Stetigkeit dieser Reihen für alle Werthe von s > 1 (excL 1) 
folgt 

Denkt man sich jede der beiden Reihen L und log L in die 
Form u + vi gebracht, so sind u und v von der Form 



17 + 2^ + 3^ + 
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wo die reellen Coefficienten «,, a 2 , a 8 • • • ihrem absoluten Werth 
nach sämmtlich eine endliche Grösse A (=1) nicht übertreffen. 
Um die Stetigkeit einer Function von s innerhalb eines gewissen 
Intervalls (s ^ ö) zu beweisen, genügt es darzuthun, dass, wie klein 
auch eine positive gegebene Grösse ö sein mag, die Function 
jedesmal in einen ersten und zwar stetigen, und in einen zweiten 
Bestandtheil zerlegt werden kann, der innerhalb des ganzen In- 
tervalls (s ^ 0) dem absoluten Werth nach < Ö ist ; denn hieraus 
folgt, dass die Grösse einer plötzlichen Werthänderung der gan- 
zen Function, die doch nur von dem zweiten Bestandtheil herrüh- 
ren kann, kleiner als 2d\ und folglich, da die gegebene Grösse ö 
beliebig klein sein darf, nothwendig = 0 sein muss. In unserm 
Falle ergiebt sich die Möglichkeit einer solchen Zerlegung auf 
folgende Weise; ist n eine beliebige ganze Zahl, so ist die Summe 
der ersten n Glieder 

-L ^1 H L ^ 

1* 2* n* 

eine stetige Function; die Summe aller folgenden Glieder ist ihrem 
absoluten Werth nach kleiner als 

A ((n + 1)' + (nTW + * " ) 
und folglich für alle Werthe s > <J auch kleiner als 

A {(n 1 1)« + önhp + • • •)'• 

da nun 6 ein unechter Bruch ist, und folglich (nach §. 117) die 
Reihe 

! + ± + .L + ... 

1*2*3* 

convergirt, so kann für jede gegebene Grösse d entsprechend n 
so gross gewählt werden, dass 

wird; hiermit ist für jede gegebene Grösse 6 die Möglichkeit einer 
Zerlegung unserer Reihe in zwei Bestandteile von der obigen 
Art, und also auch die Stetigkeit der Reihen L und logX für 
jeden Werth $ > 1 nachgewiesen. 
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Der Beweis des Satzes über die arithmetische Progression 
gründet sich nun auf die Untersuchung des Verhaltens der Rei- 
hen L und log L bei unbegrenzter Annäherung des Exponenten 
s an den Werth 1. Wir bemerken zunächst, dass diese Reihen je 
nach der Wahl der in dem Ausdruck 4>(n) vorkommenden Ein- 
heits-Wurzeln Ö, 7j y ra, ra' . . . ein ganz verschiedenes Verhalten 
zeigen; da diese Wurzeln resp. a, &, c, c\ . . verschiedene Werthe 
haben können, so sind in der Form L im Ganzen 

abcc' . . . = q>(k) 

verschiedene besondere Reihen enthalten ; wir theilen diese Reihen 
L in drei Classen ein : 

In die erste Classe nehmen wir nur eine einzige Reihe L x 
auf, und zwar diejenige, in welcher alle Einheits- Wurzeln 0, 17, 
o>, ca' . . . den Werth -f- 1 haben. 

In die zweite Classe nehmen wir alle übrigen Reihen L 2 auf, 
in welchen alle Einheits -Wurzeln reelle Werthe, also die Werthe 
+ 1 haben. 

In die dritte Classe nehmen wir alle übrigen Reihen L a auf, 
d. h. alle diejenigen, in welchen wenigstens eine der Einheits- 
Wurzeln imaginär ist. Die Anzahl dieser Reihen ist jedenfalls 
gerade, und sie sind paarweise mit einander conjugirt; denn ent- 
spricht eine solche Reihe L s den Wurzeln 0, »?, 0, &' . . so 
entspricht immer eine zweite solche Reihe den Wurzeln ()— J , 
17 -1 , cj— gj'- 1 . . und diese beiden Systeme von Wurzeln 
sind nicht identisch. 

Wir wollen nun das Verhalten aller dieser Reihen genau un- 
tersuchen , wenn der Exponent s — 1 -f q sich dem Werth 1 nä- 
hert, d. h. also, wenn die positive Grösse 9 unendlich klein wird. 



§• 134. 

Betrachten wir zunächst das Verhalten der ersten Reihe 

/ v 1 V 

in welcher n alle relativen Primzahlen zu k durchlaufen muss, so 
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leuchtet ein, dass dieselbe als ein Aggregat von (p(k) Tartial reihen 
von der Form 



angesehen werden kann, wo v relative Primzahl zu k und ^ ist. 
Da nun (nach §. 117) das Product aus einer solchen Reihe und 
aus q mit unendlich abnehmendem q sich einem endlichen posi- 
tiven, von Null verschiedenen Grenzwerth nähert, so können wir 

setzen, wo l mit unendlich abnehmendem o sich ebenfalls einem 
endlichen , positiven, von Null verschiedeneu Grenzwerth nähert. 

Ganz anders verhalten sich aber die Reihen L der zweiten 
und dritten Classe; wir haben gesehen, dass alle diese Reihen, so 
lange s > 1 ist, bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un- 
abhängige Werthe besitzen; von jetzt an wollen wir aber ihre 
Glieder ^ (n) so anordnen , dass die Zahlen n ihrer Grösse nach 
wachsend auf einander folgen; die so geordneten Reihen L der 
zweiten und dritten Classe convergiren dann für alle positiven 
Werthe von s und sind nebst ihren Derivirten auch stetige Func- 
tionen des positiven Exponenten s. 

Um dies nachzuweisen, betrachten wir zunächst die ganze 
rationale Function 

/(*)= 2</Vö y *' y 

der Variabelen x, wo das Summenzeichen sich auf diejenigen 
<p(k) positiven ganzen Zahlen v bezieht, die relative Primzahlen 
zu k und < k sind, und wo a, ß, y, y' . . . die Indices der Zahl 
v bedeuten. Setzt man x = 1 , so erhält man 

/(i)= £üV« y 

worin die Indices «, ß, y, y' . . . unabhängig von einander voll- 
ständige Restsysteme resp. in Bezug auf die Moduln a, b, c, c' . . 
durchlaufen müssen ; es ist daher 

/0)= s dM V s (oy.i <*'y ... 
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Da nun nach unserer Voraussetzung die Reihe L eine Reihe der 
zweiten oder dritten Classe, und folglich mindestens eine der Ein- 
heitswurzeln 0, rj, ra, &' . . . nicht = + 1 ist, so ist auch minde- 
stens eine der Summen 

gleich Null, und hieraus folgt 

/(1) = 0. 

Mit Hülfe dieses Resultates kann man nuu die oben behaup- 
teten Eigenschaften der Reihen L auf verschiedene Arten nach- 
weisen. Die eine besteht darin, dass man die Reihe L in ein be- 
stimmtes Integral verwandelt. Nach der von Legendre eingeführ- 
ten Bezeichnung ist 

i 

r« = /(log i)'"' dz 

eine für alle positiven Werthe von s endliche und stetige Func- 
tion von s; bedeutet ferner n irgend einen positiven Werth, und 
ersetzt man x durch x n , so ergiebt sich 

0 

und hieraus folgt leicht (ähnlich wie in den §§. 103, 105), dass die 
Summe der ersten m <p (k) Glieder der Reihe L gleich 

i hjVLf log IY- dx 
r(s) j x\ — x k \ xj J 

ist. Da nun f(x) eine durch x theilbare ganze Function von x 
ist, welche für x = 1 verschwindet, so bleibt innerhalb des gan- 
zen Integrationsgebietes der Modulus der Function 

1 /(*) 
x 1 — x k 

unterhalb einer angebbaren endlichen Grösse, und hieraus folgt 
leicht, wenn man m unendlich wachsen lässt, dass 
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, 1 C 1 f{x) f. IV- 1 

L== mJ *T=M log *) 



dz 



ist Es zeigt sich also in der That, dass die unendliche Reihe L 
der zweiten oder dritten Classe, wenn ihre Glieder in der ange- 
gebenen Weise geordnet sind, für jeden positiven Werth von s 
convergirt; beachtet man ferner, dass r(s) für alle positiven Werthe 
von s ebenfalls positiv und von Null verschieden, sowie, dass die 
Derivirte von r(s) eine stetige Function von s ist, so folgt aus 
dem vorstehenden geschlossenen Ausdruck für die Reihe Z/, dass 
dieselbe nebst ihrer Derivirten eine stetige Function von $ ist, so 
lange s positiv bleibt. 

Zu demselben Resultate gelangt man aber auch auf anderm 
Wege, nämlich mit Hülfe des weiter unten in §. 143 bewiesenen 
allgemeinen Satzes. Denn da zufolge der Gleichung /(1)=0 die 
Summe der Coefficienten 



von je <p(k) auf einander folgenden Gliedern der Reihe L den 
Werth Null hat, so bildet sowohl der reelle als auch der imagi- 
näre Bestandtheil der Reihe L eine solche unendliche Reihe, wie 
sie in §. 143 betrachtet wird; man braucht dort nur 6 = 0 zu 
setzen, und unter g t , g it g z . . . die reciproken Werthe der suc- 
cessiven Zahlen n zu verstehen, so ergeben sich unmittelbar un- 
sere obigen Behauptungen über die Convergenz und Stetigkeit 
der Reihe L und ihrer Derivirten. 

Aus diesem Resultat ergiebt sich nun, dass jede Reihe L der 
zweiten oder dritten Classe, wenn der Exponent s = 1 + g ab- 
nehmend dem Werth 1 unendlich nahe kommt, sich einem völlig 
bestimmten endlichen Grenzwertb, nämlich dem Werth 



nähert, welchen die Reihe L bei der oben angegebenen Anord- 
nung ihrer Glieder für s = 1 annimmt. 



i 




u 
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§. 135. 



Es hat nun zwar gar keine Schwierigkeit, den Werth des vor- 
gehenden Integrals mit Hülfe von Logarithmen und Kreisfunctio- 
nen darzustellen*); dass aher dieser endliche Grenzwerth einer 
Reihe L der zweiten oder dritten Classe von Null verschieden ist 
und gerade hierin hesteht der Hauptpunct der ganzen nach- 
folgenden Untersuchung — würde sich aus diesem Ausdrucke 
schwer oder gar nicht erkennen lassen. Es ist nun von dem höch- 
sten Interesse, dass dieser Nachweis für die Reihen L 2 der zwei- 
ten Classe sich mit Hülfe der Untersuchungen des fünften Ab- 
schnitts über die Classenanzahl der quadratischen Formen führen 
lässt; ja wir können hinzufügen, dass historisch jene Untersuchun- 
gen ihren Ausgangspunct an dieser Stelle genommen haben. 

Wir betrachten eine bestimmte Reihe L 9 der zweiten Classe, 
welche den Wurzeln 



entspricht; es sei P das Product aller der in k aufgehenden un- 
geraden Primzahlen denen eine uegative Wurzel a> = — 1 ent- 
spricht, und S das Product der übrigen in k aufgehenden ungera- 
den Primzahlen (falls in der einen oder andern dieser beiden 
Gruppen gar keine Primzahl enthalten sein sollte, ist P oder S 
= 1 zu setzen); da nun eine Zahl n quadratischer Rest oder 
Nichtrest einer Primzahl ist, je nachdem ihr Index y gerade oder 
ungerade ist (§. 129), so leuchtet ein, dass 



ist; wenn ferner 0 = — 1 , also a = 2, und k = 0 (mod. 4) ist, 
so sind alle Zahlen w ungerade, und es ist (nach §. 130) 

0« = (_1)« = (_ 



•) Bei der wirklichen Ausführung der Rechnung durch Zerlegung in 
Partialbrüche (ähnlich wie in den §§. 103, 105) würde man auf die in der 
Theorie der Kreistheilung vorkommenden Summen f(r) Blossen, wo r irgend 
eine Wurzel der Gleichung r * = 1 bedeutet. 



0 = ±1, i? = ±I, © = ± 1, a' = ±l 




Digitized by Google 



Arithmetische Progression. 385 

ebenso, wenn rj = — 1 , also b > 1 , und k = 0 (mod. 8) ist, so 
sind alle Zahlen n ungerade, und es ist (nach §. 130) 

rj ß = (- 1)* = (- l)Vs(««-D. 

Diese Bemerkungen veranlassen uns (vergl. §§. 101, 123), je nach 
den vier verschiedenen Zeichen combinationen 0, r\ vier verschie- 
dene Determinanten B zu betrachten; wir setzen* nämlich, mit ge- 
höriger Rücksicht auf das Zeichen + 1 : 

B = ± PS* = 1 (mod. 4), wenn ö = +l, n = + 1 

D = ± PS* = 3 (mod. 4), wenn 0 = — 1, i? = -f 1 

D = ±2 PS* eee 2 (mod. 8), wenn Ö = -f 1 , rj = — 1 

D = ± 2PS* == 6 (mod. 8), wenn 6 = — 1, 17 = — 1. 

Nun sind alle ungeraden Zahlen n auch relative Primzahlen zu 
22), und umgekehrt, alle relativen Primzahlen zu 2B sind auch 
ungerade Zahlen w, und gleichzeitig ist 

öV® y o' y ' .- = flfce-Dij %(•■-» (j) = (^); 

ist daher & gerade, so stimmen die sämmtlichen Zahlen w mit den 
sämmtlichen relativen Primzahlen zu 2D überein, und es ist 

ist aber & ungerade, so sind unter den Zahlen n auch gerade Zah- 
len; da in diesem Falle aber nothwendig 0 = + 1, 17 = 4-1, 
also B = 1 (mod. 4) ist, so ist (vergl. §. 102) 

u = 1 (7) h = - _A\± 2 (») 

wo in der letzten Summe rechter Hand der Buchstabe n nur noch 
alle ungeraden relativen Primzahlen zu d. h. alle relativen 
Primzahlen zu 2 B zu durchlaufen hat. 

Um daher zu beweisen, dass die Reihe L 2 sich einem von 
Null verschiedenen Grenzwerth nähert, braucht man dasselbe nur 
von der Reihe 



(-) L 



D i r i c h 1 e t , Zahlentheorio. 25 
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nachzuweisen. Nun leuchtet ein, dass die Zahl D nie eine Qua- 
dratzahl sein kann; denn da eine Quadratzahl niemals = 3 (mod. 4), 
oder = 2 (mod. 8) oder = 6 (mod. 8) ist, so bleibt nur die ein- 
zige Möglichkeit D = 1 (mod. 4); da aber in diesem Fall 6 = 
n = 1 ist, so muss, da L 2 eine Reihe der zweiten Classe 
ist, wenigstens eine der Wurzeln o, ©'... = — 1 sein, und folg- 
lich P mindestens durch eine ungerade Primzahl p theilbar, also 
nicht = 1 sein ; mithin ist D in keinem Fall eine Quadratzahl. 
Wir haben nun (in §§. 96 und 98) gesehen, dass die Anzahl h der 
Classen nicht äquivalenter ursprünglicher Formen von der (nicht 
quadratischen) Determinante D ein Product aus mehreren Fac- 
toren ist, von denen der eine der Grenzwerth der obigen Reihe 



ist; da nun immer mindestens eine Form (1, 0, — Z))existirt, also 
h niemals = 0 ist, und da ferner die übrigen in dem Ausdruck 
von h vorkommenden Factoren nicht unendlich gross sind, so ist 
auch dieser Grenzwerth von Null verschieden. Und hieraus folgt, 
dass auch der Grenzwerth einer jeden Reihe der zweiten Classe 
ein von Null verschiedener und folglich positiver Werth ist, was 
zu beweisen war. 

In dem einfachsten Fall, wo k eine Potenz einer ungeraden 
Primzahl p oder das Doppelte einer solchen Potenz ist , existirt 
nur eine Reihe 



der zweiten Classe; in diesem Fall bedarf es nicht der Zuziehung 
der Theorie der quadratischen Formen, um nachzuweisen, dass 
der Grenzwerth 



dieser Reihe von Null verschieden ist; für diese Summe haben wir 
nämlich in §. 103 einen Ausdruck gefunden, welcher neben solchen 
Factoren, die offenbar von Null verschieden sind, noch den Factor 







Digitized by Google 



Arithmetische Progression. 387 

enthält, je nachdem p = 3 oder = 1 (mod. 4) ist, und wo m alle 
Zahlen 1, 2, 3 ... (p — 1) durchlaufen muss. Im ersten Fall ist 

(Di \ 
— J m ungerade, also von Null 

verschieden; im zweiten Fall ist 

wo die ganzen Zahlen y, g der Gleichung — pg* = 4p genü- 
gen; es kann folglich g, und also auch der vorstehende Ausdruck 
nicht == 0 sein. 



§. 136. 

Um nun dasselbe auch für jede Reihe L 3 der dritten Classe 
zu beweisen, addiren wir alle <p (k) Gleichungen von der Form 

1 *(«) + i 1 <K? 2 ) + I 2 1>(q*) + • • • = logi, 

welche den verschiedenen Wurzel - Systemen 0, r\, co, a' . . . ent- 
sprechen. Bedeutet q irgend eine in Je nicht aufgehende Primzahl, 
und ft irgend eine positive ganze Zahl, so liefert die linke Seite 

einer jeden solchen Gleichung ein Glied — t|>(g<"), * n welchem 

.1 _L 

mit dem Coefficienten 

behaftet ist, wo a, ß, y, y' . . . die Indices von q bedeuten- Die 
Summe aller dieser den verschiedenen Wurzelsystemen 0, 1?, 
©, co' . . . entsprechenden Coefficienten wird daher gleich dem 
Product 

wo die Summenzeichen sich der Reihe nach auf die a, J, c, c' . . . 
verschiedenen Werthe von 0, 17, co, o' . . . beziehen. Bekanntlich 
ist nun die Summe aller gleich hohen Potenzen der Wurzeln von 
einer Gleichung der Form x m = 1 nur dann von Null verschie- 

25* 
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den, und zwar = i», wenn der Exponent dieser Potenzen durch 
m theilbar ist; mithin ist das vorstehende Product nur dann von 
Null verschieden, und zwar = abcc' . . . — <p (fc), wenn die Expo- 
nenten ap, ßp, yf*, y'n . . . resp. durch a, 6, c, c' . . . theilbar 
sind; da nun ap, /3p, yp, y'p . . . die Indices von qt* sind, so 
wird dies nur dann und immer dann eintreten, wenn 



ist. Mithin wird die Summe aller jener Gleichungen folgende 
Form annehmen 



= log L x + V log L, + 2 log (Z,Z/,), 

wo auf der linken Seite das erste, zweite Summenzeichen u. s. f. 
sich auf alle die in k nicht aufgehenden Primzahlen q bezieht, 
welche resp. den Bedingungen q = 1, q* = 1 (mod.&) u. s. f. Ge- 
nüge leisten; auf der rechten Seite bezieht sich das erste Sum- 
menzeichen auf alle Reihen L 2 der zweiten Classe, das zweite auf 
alle verschiedenen Paare L z L' 3 conjugirter Reihen dritter Classe. 
Mit Hülfe dieser Gleichung sind wir im Stande zu beweisen, dass 
der endliche Grenzwerth, welchem sich irgend eine Reihe L a der 
dritten Classe nähert, von Null verschieden ist. 

Dieser Beweis stützt sich auf das schon früher (§. 134) er- 
haltene Resultat, dass jede solche Reihe L 8 für alle positiven 
Werthe von s eine stetige Function von s ist, und dass dasselbe 
auch von ihrer Derivirten gilt. Wir können daher 



setzen, wo /(s), F(s) und die Derivirten /'(s), F'(s) stetige 
Functionen von s sind, so lange $ positiv bleibt; da also der 
Grenzwerth von L 3 =/(l) + iF(l) ist, so muss, falls derselbe 
= 0 ist, nothwendig /(I) = 0 und F(l) = 0 sein; hieraus folgt 
nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung , dass für 
jeden Werth s = 1 -|- (>, welcher > 1 ist, 




.p n ), q f ' = (mody*') 



. . . , 



<p (k) 1 




=/(«) + iF(s) 



Digifized by Google 



Arithmetische Progression. 389 

L*=Q {/'(l + *Q) + iF'(l + fi tfj 

i' 3 = 9 + d»-,F'(l + 

sein wird, wo ö und s zwischen den Grenzen 0 und 1 liegen; mit- 
hin wird 

L 3 L'i = q* 4- d>V + jr'(i + 6q)*} = q'R, 

wo (in Folge der Endlichkeit und Stetigkeit der Derivirten 
/'($), F'is)] mit unendlich annehmendem positiven q sich einem 
endlichen (nicht negativen) Grenzwerth 

/'(1)> + *"(!)* 

nähert. Hieraus folgt nun 

1 

log (L 3 L',) = — 2 log - -f log R, 

Q 

wo log 72 mit unendlich abnehmendem q sich entweder einem end- 
lichen Grenzwerth nähert oder negativ über alle Grenzen wächst, 
falls Ii unendlich klein wird. 

Sind im Ganzen m solche Paare von Reihen dritter Classe 
vorhanden, welche gleichzeitig mit q unendlich klein werden, so 
ist folglich 

2 log (L s £',) = — 2m log i -j- f, 

wo t jedenfalls nicht positiv über alle Grenzen wachsen kann, 
sondern entweder endlich bleibt, oder negativ über alle Grenzen 
wächst; denn da jedes Product L Z L\ sich einem endlichen nicht 
negativen Werth nähert, so kann auch kein Glied log (L 3 Z/ 3 ) 
positiv über alle Grenzen wachsen. 

Da ferner schon gezeigt ist, dass der Grenzwerth einer jeden 
Reihe L 2 der zweiten Classe von Null verschieden ist, so nähert 
sich die Summe 

1 log L , 

der (jedenfalls reellen) Reihen log L 2 einem endlichen Grenz- 
werth. 

Ausserdem ist schon bewiesen, dass das Product qL\ sich 
einem endlichen von Null verschiedenen Werth nähert; mit- 
hin ist 
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log L x = log ~ + 

wo V endlich bleibt; folglich ist die ganze rechte Seite der obigen 
Gleichung von der Form 

— (2m-l) logi+ ^ 

wo T mit unendlich abnehmendem q jedenfalls nicht positiv über 
alle Grenzen wachsen kann. Existirte also mindestens eine Reihe 
L; t dritter Classe, welche mit q unendlich klein würde, d. h. wäre 
m mindestens = 1, so würde die ganze rechte Seite unserer Glei- 
chung mit unendlich abnehmendem positiven q negativ unendlich 
wachsen. Dies ist aber unmöglich, da die linke Seite für alle 
Werthe von q positiv bleibt. Mithin ist m = 0, d. h. jede Reihe 
der dritten Classe nähert sich einem von Null verschiedenen 
Grenzwerth, was zu beweisen war. 

Hieraus folgt endlich noch, dass auch jede der Reihen logZj 
einen endlichen Grenzwerth haben muss, wenn man berücksich- 
tigt, dass nach dem früher Bewiesenen (§. 133) jede solche Reihe 
sich stetig mit s ändert, so lange s > 1 ist. 

§. 137. 

Das Resultat der vorhergehenden Untersuchungen besteht 
darin, dass bei dem unendlichen Abnehmen der positiven Grösse 
q = $ — 1 die Reihe log Li positiv über alle Grenzen wächst, 
während alle übrigen Reihen log L sich endlichen Grenzwerthen 
nähern. Mit Hülfe desselben sind wir im Stande, den Satz über 
die arithmetische Progression vollständig zu beweisen. 

Es sei nämlich m irgend eine relative Primzahl zu h, so mul- 
tipliciren wir jede der <p (k) Reihen von der Form 

2 t(q) + i 2 + 1 1 * (q*) + • • • = log L, 

welche einem bestimmten System von Einheits- Wurzeln 0, o, 
ca' . . . entspricht, mit dem correspondirenden Werth 

ö -«i n -ßi ö -yi c'-n' . . . = x, 

wo «1,0!, y u y,' ... die Indices der Zahl m bedeuten, und ad- 
diren alle Producte; dann wird, wenn wieder a, 0, y, y' . . . die 
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erhalten, wo sich das Summenzeicheu auf alle (p (k) Wurzel-Systeme 
bezieht; dieser Coefficient ist daher auch gleich demProduct aus 
den einzelnen Summen 

in welchen die Buchstaben 0, o f o' . . . resp. ihre a, b, c, c' . . . 
verschiedenen Werthe durchlaufen müssen; dieser Coefficient 
wird folglich nur dann von Null verschieden, und zwar =abccf... 
= <p(k) sein, wenn die Exponenten a(i — a,, ßp — 0,, yf* — y H 
y'fi — Y\ • • • resp. durch a, c, c' . . . theilbar sind, d. h. wenn 

</" = m (mod. &) 

ist Die Summation aller Producte % log L giebt daher das Re- 
sultat 



wo auf der linken Seite das erste, zweite, dritte Summenzei- 
chen u. s. f. sich auf alle Primzahlen q bezieht, welche resp. den 
Bedingungen q = m, q 2 = w*, q 3 = m (mod. k) u. s. f. genügen, 
während das Summenzeichen auf der rechten Seite sich auf die 
sämmtlichen qp (k) verschiedenen Wurzel - Systeme 0, jy, o, od' . . . 
bezieht. Bezeichnet man nun mit z alle positiven ganzen Zahlen 
mit Ausnahme von 1, so ist offenbar 



wo in jeder Summe z alle seine Werthe durchläuft; da nun, so- 
bald z ^ 2, immer 



*(*) v±+jv^+j^ + 



- 2 % log L, 




+ • • • = V 



kleiner als 



ivliiviii^l i . 
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_L < I _L I<Ii _L<!J_ 

0» = 2 z^' ß* = 4 ^5=8 s* 

ist, so ergiebt sich 

während daher s abnehmend sich dem Werthe 1 nähert, bleibt Q 
fortwährend unterhalb einer endlichen Grösse. Da ferner alle 
Glieder % 1°8 ^ S * CÜ endlichen Grenzwerthen nähern, mit Aus- 
nahme des einzigen Gliedes log X» n welches über alle Grenzen 
wächst, so muss auch die Summe 




über alle Grenzen wachsen; dies wäre aber nicht möglich, wenn 
diese Summe aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestände, 
und folglich muss es unendlich viele Primzahlen q geben, welche 
= m (mod. k) sind ; d. h, also : 

Jede unbegrenzte arithmetische Progression kx -f m, deren 
Anfangsglied m und Differenz k relative Primzahlen sind, enthält 
unendlich viele positive Primzahlen q *). 



*) Ueber die Ausdehnung dieses Satzes auf Linearformen mit com- 
plexen Coefficienten , sowie auf quadratische Formen siehe: Abhandlungen 
der Berliner Akademie aus dem Jahre 18-11; Monatebericht der Berliner 
Akademie (März 1840) oder Crelle's Journal XXI; Comptes rendus der Pa- 
riser Akademie 1840, T. X, p. 285. 
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VII. Ueber einige Sätze aus der Theorie der Kreis- 

theilimg. 

§. 138. 

Sind p', p" . . . positive und von einander verschiedene 
Primzahlen, so stimmen (nach §. 9) die Glieder des entwickelten 
Productes 

(p + 1) (p* + 1) (p» + 1) . . . 

mit den sämmtlichen Divisoren des Productes 

P=pp'p" . . . 

überein; dieselben Divisoren entstehen offenbar auch durch die 
Entwicklung des Productes 

(i> - i) (p' - i) 0>" - i) • • ., 

aber die eine Hälfte derselben wird mit positivem, die andere mit 
negativem Zeichen behaftet sein; wir wollen die erstem mit 8 U 
die letztern mit 8 3 bezeichnen, so dass 

(p -!)(!>'- 1) (p" - 1) • • • = 2*i - 

wird, und wir bemerken, dass die Zahl P selbst zu der Classe der 
erstem gehört Ist nun d irgend ein Divisor von P, aber «< P, 
so lässt sich leicht zeigen, dass die Anzahl der durch 8 theilba- 
ren Zahlen d x genau gleich der Anzahl der durch d theilbaren 
Zahlen d 2 ist. Denn wenn man mit g, q\ q" . . . alle diejenigen 
Primfactoren von P bezeichnet, welche nicht in d* aufgehen, so 
stimmen die durch 8 theilbaren Zahlen 8 X und 8 2 resp. mit den 
positiven und negativen Gliedern des entwickelten Productes 

S (4 - 1) (2' - 1) (2" - 1) • ■ • 
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überein, und da Ö << P ist, also mindestens eine solche Primzahl 
q vorbanden ist, so ist die Anzabl der positiven Glieder dieses 
Froductes genau gleich der Anzahl der negativen. 

Dieser Satz lässt sich leicht verallgemeinern. Bedeutet m 
irgend eine positive ganze Zahl > 1, und sind p, p\ p" . . . die 
sämmtlichen von einander verschiedenen in m aufgehenden posi- 
tiven Primzahlen, so kann man 

m ( , -i)( 1 -F)( , -7')-- =-'" " 

setzen, wo mit ft ( und ft 2 resp. alle positiven und negativen Glie- 
der des entwickelten Productes linker Hand bezeichnet sind. Be- 
hält man die vorhergehenden Bezeichnungen bei, so stimmen of- 
fenbar die Zahlen p., und ft 3 resp. mit den Zahlen m'öi und 
m'df überein, wenn zur Abkürzung m = m'P gesetzt wird. Be- 
deutet nun ft irgend einen Divisor von m. mit Ausnahme von m 
selbst, so folgt hieraus wieder, dass unter den Zahlen ft] ebenso 
viele durch (i theilbar sein werden, wie unter den Zahlen fi a . 
Denn, wenn /n' der grösste gemeinschaftliche Divisor von p und 
m' ist, so kann man fi = fi'd setzen, wo d nothwendig ein Divi- 
sor vonP, und zwar<^P sein muss; und da eine Zahl =m'd 1 
oder fi 2 = m'ö* 2 stets und nur dann durch (i = p'd theilbar ist, 
sobald resp. d } oder d* a durch d theilbar ist, so ergiebt sich in 
der That, dass die Auzahl der durch (t theilbaren Zahlen fi, ge- 
nau gleich der Anzahl der durch fi theilbaren Zahlen [i 2 ist. 

Von dieser Eigenschaft der Zahlen ft x und ft 5 kann man viel- 
fache Anwendungen machen. Hängen z. B. zwei Functionen / (w) 
und F (m) einer beliebigen ganzen Zahl m durch eine der beideu 
Relationen 

v/(^ = Firn) 

oder 

zusammen, wo das Summen- oder Productz eichen sich jedesmal 
auf alle Divisoren f* (incl. m) der Zahl m bezieht, so folgt daraus 
resp. die Umkehrung 

f(m) = SF( t i i ) - SfW 

oder 

f(m , - n 
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wo die Summen- oder Productzeichen sich auf alle Werthe von 
ft, oder auf alle Werthe von ft 2 beziehen; denn ersetzt man rechts 
jeden Werth F(n\) und F(fi 2 ) durch die Summe oder das Pro- 
duct der Werthe /(fi), die den sämmtlichen Divisoren p. von (i x 
oder ft a entsprechen, so werden zufolge der obigen Eigenschaft 
der Zahlen p,, fi 2 alle Werthe f((i) sich aufheben, in welchen (i 
< m ist, und es wird allein der Werth f(m) zurückbleiben. 

Als Beispiel wählen wir die Aufgabe, die Anzahl qp(m) der 
ganzen Zahlen zu bestimmen, welche relative Primzahlen zu m 
und nicht grösser als m sind ; aus dieser Definition der Function 
q>(m) ist in §. 13 ohne alle Rechnung der Satz abgeleitet, dass 

2 <p (p) = m 

ist, wo das Summenzeichen sich auf alle Divisoren /i von m be- 
zieht; setzen wir daher F(m) = ro, so ergiebt sich umgekehrt 

qp(w) = 2 p, — 2> 2 , 

also 

diese Function ist daher durch den Satz des §.13 schon voll- 
ständig charakterisirt. 

Ein anderes Beispiel ist folgendes. Ist der Werth der Func- 
tion /(m) = p , sobald die Zahl m eine Potenz einer Primzahl p 
ist, dagegen = 1, so oft m = 1 oder durch mehrere verschiedene 
Primzahlen theilbar ist, so leuchtet ein, dass 

n f((i) = m 

ist, wo das Productzeichen sich auf alle Divisoren ^ von m be- 
zieht; hieraus folgt nach dem obigen Satze, dass umgekehrt der 
Quotient 

also nur dann von 1 verschieden ist, wenn m eine Potenz einer 
Primzahl ist; und zwar ist dieser Quotient dann gleich dieser 
Primzahl. 
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§. 139. 

Die sämnitlichen Wurzeln q der Gleichung 

x m = 1 ()) 

sind bekanntlich in der Form enthalten 

2nn , . . Inn 
g = cos f- i sin , 

wo n irgend ein vollständiges Restsystem (mod. m) durchlaufen 
mu8S. 

Ist n relative Primzahl zu m, so sind die Potenzen 

1, 0, Q* . . . ^m-l 

sämmtlich ungleich, und sie bilden die sämmtlichen Wurzeln der 
obigen Gleichung (1); q heisst in diesem Fall eine primitive 
Wurzel dieser Gleichung, und die Anzahl dieser primitiven Wur- 
zeln ist offenbar = <p(m). Ist allgemeiner v der grösste ge- 
meinschaftliche Divisor von n und m = pv, so ist p eine primi- 
tive Wurzel der Gleichung 

xt* = 1 (2) 

und da umgekehrt jede Wurzel der letztern Gleichung (2) auch 
eine Wurzel der Gleichung (1) ist, so leuchtet ein, dass die 
sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (l) identisch sind mit allen 
primitiven Wurzeln aller der Gleichungen (2), die den sämmt- 
lichen Divisoren (i der Zahl m entsprechen. .Bezeichnet man 
daher mit q ' alle <p (ft) primitiven Wurzeln der Gleichung (2). 
und setzt 

= n (* - q% 

wo das Productzeichen sich auf alle Wurzeln q' bezieht, so ist 

n/W = 1, 

wo das Productzeichen sich auf alle Divisoren p der Zahl m be- 
zieht; durch Umkehrung dieser für jede Zahl m geltenden Rela- 
tion erhält man nach dem vorhergehenden Paragraphen 

."1 



zw = » (*■ 1 - ') 
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woraus folgt, dass die Coefficieuten der Function / (m) sämmtlich 
ganze rationale Zahlen sind. 

Von jetzt an betrachten wir nur noch den Fall, in welchem 
m = P = pp'p" . . . eine ungerade und durch kein Quadrat 
theilbare ganze Zahl > 1 ist. Dann wird 

9 (F) = (P - 1) (P* - 1) (P" — 1) . . . = 2 #*i — 2 #». 

eine gerade Zahl, die wir mit 2r bezeichnen wollen, und die 
8ämmtlichen 2x relativen Primzahlen zu P, welche <^P sind, zer- 
fallen in r Zahlen a und in x Zahlen b von der Beschaffenheit, 
dass 



ist (§. 52. I. oder Supplemente §. 116). Setzen wir daher 

0 = cos -p- -f i sin -p- = e p 

und 

A(x) -= \](x - 0«), = n (* - 0*), 

so wird 

FI — 1) 

und wir wollen im Folgenden die allgemeine Form der Coefficien- 
ten der Functionen A(x), B(x) bestimmen. 

Zu diesem Zweck erinnern wir zunächst an die Newton'schen 
Formeln, welche dazu dienen, aus den Coefficienten einer Glei- 
chung die Summen gleich hoher Potenzen ihrer Wurzeln, und um- 
gekehrt aus diesen jene abzuleiten. Es seien 

die Wurzeln einer Gleichung 

x m -\- Ci x m ~ l 4- % m ~ 2 -f • • • -f c m = 0, 

und 

S k = w\ -h w\ + • • • -f w k m , 
so lauten diese Formeln bekanntlich folgendermaassen : 
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S } -f c x = 0 

S, + c x S, 4- 2 c 2 = 0 

-f Ci #4 4- c 9 S, +3c, = 0 

S m 4- c, S w _, 4- c 2 5 m _ 2 4- • • • 4- 4- mc w = 0. 

Aus der Form derselben geht hervor, dass S } , S 2 • - . S m 
ganze rationale Zahlen sein werden, sobald die Coefficienten d, 
c 2 ... c m sämmtlich ganze rationale Zahlen sind. Wenden wir 
dies auf die Gleichung 

n (*."■ - i) 
ii - 1) - 

an , so ergiebt sich, dass 

für jeden Werth k = 1 , 2, 3 . . . eine ganze Zahl ist Anderer- 
seits ist nun (Supplemente §. 116) 

2 0«* _ s = ^ t -%(p-D« \/p, 

und folglich 

*ö«* = i(s* 4- (y)i^- , > f Vp) 

Sö" = ä (ä* -(^) fV-C-D- VP); 

hiermit sind die Summen der fcten Potenzen der Wurzeln von 
jeder der beiden Gleichungen 

A{x) = 0, B{x) = 0 

gefunden, und da dieselben keine andere Irrationalität enthalten 
als die Quadratwurzel 

so gilt zufolge der Newton'schen Formeln dasselbe von sämmt- 
liehen Coefficienten dieser beiden Gleichungen, und zwar werden 
zwei gleich hohe Coefficienten in beiden Gleichungen sich nur 
durch das Vorzeichen dieser Quadratwurzel von einander unter- 
scheiden, d. h. zwei solche Coefficienten werden die Formen 
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haben, wo y und z rationale Zahlen bedeuten. Man kann ferner 
behaupten, dass y und z entweder ganze Zahlen oder Brüche mit 
dem Nenner 2 sind, obgleich dies aus den Newton'schen For- 
meln nicht unmittelbar hervorgeht; um den Beweis dieser Be- 
hauptung anzudeuten , wollen wir jede Gleichung , deren höchster 
Coefficient = 1 , und deren übrige Coefficienten ganze rationale 
Zahlen sind, eine primäre Gleichung nennen ; dann überzeugt man 
sich leicht, dass die Summe und Differenz zweier Wurzeln von 
primären Gleichungen (und ebenso ihr Product) wieder Wurzeln 
von primären Gleichungen sind; da nun ß die Wurzel einer pri- 
mären Gleichung ist, so gilt dasselbe von jedem Coefficienten der 
Functionen A(x) und JB(x) und folglich auch von 

2y und 2sV^ p - l)i VP, 

und hieraus folgt sogleich, dass die rationalen Zahlen 2y und 2 z 
ganze Zahlen sein müssen. 

Fasst man dies zusammen, so ergiebt sich, dass man gleich- 
zeitig 

2A(x) = Y(x) — Z(x)i l ^ p ~^ VP 

2B(x) = Y(x) + Z(x)i l /^~^ ]/P 

setzen kann, wo Y(x) und Z(x) ganze Functionen bedeuten, de- 
ren sämmtliche Coefficienten ganze rationale Zahlen sind*). 
Multiplicirt man die beiden Gleichungen mit einander, so er- 
hält man 

/— 1\ FT (xt* 1 — 1) 

§. 140. 

Wir bemerken nun noch, dass man immer nur die Hälfte 
der Coefficienten von Y(x) und Z(x) zu berechnen braucht. Es 
ist nämlich 

.4(1) =11 (1-0-*) = (-\yo* a II (*-«—) 



*) Disquisitiones Arithmeticae art. 357. 
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nun ist, je nachdem P = 1 , oder P = 3 (mod. 4) ist, 

(t!) = + ., oAer ff) = - 1 - 

und folglich 

n (x — 0—) = A(x), n (x - tf-») = J?(s) 

oder 

[7 (# _ ö-«) = J?(ar), n (* - = Ä(x); 

ist ferner P nicht = 3, also % >. 1 , so existirt unter den Zahlen 
a eine von 1 verschiedene Zahl a\ und da die Reste der Pro- 
ducte aa' mit den Zahlen a, und die Reste der Producte ba' mit 
den Zahlen h im Complex übereinstimmen, so ist 

a'2«=2a, a'^ = ( mo d. P) 

und folglich 

2 a = 0, 2 fc = 0 (mod. P), 

also 

0*° = 1, B lb = 1. 
Mithin ergiebt sich (da r gerade, sobald P = 1 (mod. 4)) 



B(x) = »tj (I) 
und, mit Ausnahme von P = 3, 

^(*) = (-*)'b(I) 

*(*) = (-*)« 
und hieraus 

r ( *) = ^r(I) 
zw = *. z (±) 



, wenn P = 1 (mod. 4) 



, wenn P = 3 (mod. 4), 



, wenn P = 1 (mod. 4) 
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und, mit Ausnahme von P = 3 , 

1 



Y(x) = (-x)*Y(-) 
Z(x) = (-xy zß) 



, wenn P = 3 (mod. 4). 



Diese Gleichungen enthalten Relationen zwischen je zwei gleich 
weit vom Anfang und Ende abstehenden Coefficienten der Func- 
tionen Y(x) und Z(x). 

Die wirkliche Berechnung der Coefficienten der beiden Func- 
tionen 

T(x) = y Q x x + y v x*- 1 + ... + y r 

Z{x) = z 0 x T -f s x x T ~ l -f ••• + z t 

geschieht nun auf folgende Art. Zuerst bildet man die Potenz- 
summen 

S t = lV a * + 2 0»* 

für k — 1, 2, 3 . . . bis zu ir oder \{t — 1), je nachdem r ge- 
rade oder ungerade ist; dies kann nach dem Obigen dadurch ge- 
schehen, dass man ebenso viele Coefficienten der ganzen Function 

n (z?* - 1) 
II — 1) 

vom höchsten an gerechnet durch wirkliche Division bestimmt, 
und dann die Newton'schen Formeln anwendet; indessen hält es 
nicht schwer, durch Betrachtungen, welche ebenfalls auf der im 
§. 138 bewiesenen Haupteigenschaft der Zahlen ft x und p 2 be- 
ruhen, folgende Regel abzuleiten: es sei Q der grösste gemein- 
schaftliche Divisor von k und P = QR und r die Anzahl der in 
R aufgehenden Primzahlen, so ist *) 



*) Allgemeiner lautet diese Regel so: ist m = m'P eine beliebige po- 
sitive ganze Zahl, P das Product aus allen von einander verschiedenen in 
m aufgehenden Primzahlen, und St die Summe der ftten Potenzen aller pri- 
mitiven Wurzeln der Gleichung ac«» = 1, so ist Sk = 0, so oft k nicht 
durch m' theilbar ist; ist aber k = m'K, ferner Q der grösste gemein- 
schaftliche Divisor von K und P = QR, und r die Anzahl der in R auf- 
gehenden Primzahlen, so ist 

Ä*=(-l)r »'„<«). 

Diriohlet, Zahlenthoorie. 
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Nachdem diese Werthe S k gefunden sind, erhält man die Coeffi- 
cienten der Functionen Y(x) und Z{x) durch die beiden aus den 
Newton'schen Formeln abgeleiteten Recursionsgleichungen 



2*y* = 



2kz k = 



^ym-H^h +•••+&)..-] 
+[ (»),. + (t^)„ + . ..+(•)„_,] 

wenn man noch berücksichtigt, dass 

y Q = 2, ^o=0 

ist. 

Beispiel 1 : P = 3 ; in diesem Fall müssen alle Coefficienten 
berechnet werden; da 

»1 - - 1, (i) = 1 

ist, so erhält man 

2ffi ~ - S l y 0 = 2, 2*, = (I) y, - 2, 
und folglich 

Ff*) — 2a? + 1, Z (*) = 1. 

Beispiel 2 : P — 5 ; r = 2 ; da wieder 

s.=-i, (i)=i 

ist, so erhält man auch wieder 

Vi = 1» *\ = 1, 

und folglich 

r(a?) = 2*2 + # + 2 , Z (x) = x. 
Beispiel 3: P = 15 = 3 • 5; r = 4; hier ist 
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und folglich erhält man successive 

y 1 = — 1, ^i = l 

und 

y 2 = — 4, z 2 = 0; 

also ist 

Y(x) = 2s* — — 4a;* — # -f 2, 



VIII. Ueber die Peirsche Gleichung, 



§• Hl- 

Bedeutet D eine positive ganze Zahl, die aber kein vollstän- 
diges Quadrat ist, so ist in §. 83 durch die Betrachtung der Pe- 
rioden von reducirten quadratischen Formen, die zur Determi- 
nante D gehören, nachgewiesen, dass die Pell'sche oder Fermat- 
sche Gleichung 

t 2 — Du* = 1 

immer unendlich viele Lösungen in ganzen positiven Zahlen t, « 
besitzt, und es ist dort auch eine Methode gegeben, durch welche 
alle diese Lösungen gefunden werden können. Es hat durchaus 
keine Schwierigkeit, den Zusammenhang zwischen allen diesen 
Lösungen zu finden, sobald nur erst der Hauptpunct bewiesen ist 
dass wirklich eine Lösung existirt, in welcher« von Null verschie- 
den ist (§. 85); Lagrange gebührt das Verdienst, durch Einfüh- 
rung neuer Principien in die Zahlentheorie diese Schwierig^ 
zuerst vollständig überwunden zu haben *), und diese Principe» 
sind später in hohem Grade verallgemeinert **). Wir wollen des- 
halb hier noch einen Beweis der Lösbarkeit der Pell'schen Glei- 
chung mittheilen, welcher im Wesentlichen auf derselben Grund- 
lage beruht. 

Das Fundament dieses Beweises beruht auf der Thatsacbe. 



*) Siehe die Zusätze zu der französischen Ausgabe von Euler'B Algebi» 
§§. n, VIII. 

**) Vergl. drei Abhandlungen von Dirichlet in den Monatsberichten 
der Berliner Akademie vom October 1841, April 1842, März 1846; ferner 
die Comptee rendus der Pariser Akademie 1840, T. X, p. 286 — 288. 
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das8 immer unendlich viele Paare von ganzen Zahlen y existi- 
ren, für welche, abgesehen vom Vorzeichen, 

x* — Dy> < 1 + 2]/D 

ist; man überzeugt sich hiervon leicht, wenn man aus der Theorie 
der Kettenbrüche den Satz entlehnt, dass jeder Näherungswerth 

^, den man durch Entwickclung einer Grösse a in einen Ketten- 
bruch erhält, um weniger als ^ von o verschieden ist ; nimmt 

man also o = VD , so giebt es, da VD irrational ist, unendlich 
viele solche Zahlenpaare x, y, von der Beschaffenheit, dass, abge- 
sehen vom Vorzeichen, 

* _ VD < I 

y y 7 

ist; man kann daher 

x - y VD = - 

y 

setzen, wo 6 einen positiven oder negativen echten Bruch bedeu- 
tet. Hieraus folgt 

x + y Vi> = £ 4- 2y VD, 

y 

und durch Multiplication 

x* - Dy>=:^ + 28 VD < 1 + 2 VD. 

Um aber Nichts aus der Theorie der Kettenbrüche zu ent- 
lehnen, wollen wir diesen Satz noch auf einem andern und zwar 
ganz einfachen Wege beweisen. Es sei m irgend eine positive 
ganze Zahl, so legen wir der Zahl y der Reihe nach die m -\- 1 
Werthe 

0, 1, 2 . . . (m— 1), m 

bei, und bestimmen für jeden dieser Werthe die zugehörige ganze 
Zahl x durch die Bedingung 

0<# — y VD< 1, 

welche offenbar jedesmal durch eine, und nur durch eine ganze 
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Zahl x erfüllt wird. Theilen wir nun das Intervall von 0 bis 1 in 

m gleiche Intervalle von der Grösse — , welche durch die Werthe 

m 

1 2 m-1 
u, — , — ... i 

begrenzt werden, so muss, da die Anzahl m -\- 1 der Zahlenpaare 
x, y grösser ist als die Anzahl m dieser Intervalle, wenigstens 
eines dieser Intervalle mehr als einen, also mindestens zwei voo 
den Werthen x — y VD enthalten, die zwei verschiedenen Wer- 
then von y entsprechen. Wir bezeichnen diese beiden Werthe 
mit x' — y' VD und x" — y"Vl>\ dann ist, abgesehen vom Vor- 
zeichen, ihr Unterschied 

x - yVD = (x' - x") - (y' - y») VD < 1, 

in 

und da y\ y" nicht negativ und ^ m sind, so ist (abgesehen vom 
Vorzeichen) auch y — y' — y" < m\ setzt man nun 

X -yVD=~ 

tn 

wo Ö einen positiven oder negativen echten Bruch bedeutet, so er- 
hält man wie oben 

x + yVD = ?- + 2yVD 

und hieraus wieder, da y absolut genommen ^ m ist, 

x* — Dy* < 1 + 2 VD. 

Dass nun aber auch unendlich viele solche Zahlenpaare y 
existiren, ergiebt sich auf folgende Weise. Da y' und y" zwei 
ungleiche ganze Zahlen waren, so ist y = y' — y" von Null ver« 
schieden, und folglich auch x — yVD von Null verschieden, weil 
VD irrational ist; sind daher schon beliebig viele solche Zahlen- 
paare y gefunden, so kann man immer die ganze Zahl m so 

gross nehmen, dass — kleiner wird als der kleinste der bisher 
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gefundenen Werthe x — y Vi) ; für diese Zahl m erhält man aber 
auf die angegebene Weise wieder ein Zahlenpaar x, y von der 

Beschaffenheit, dass x — y ]/D «< i und folglich auch kleiner 

tn 

als alle früher gefundenen Werthe x — y ]/D wird, woraus folgt, 
dass dieses Zahlenpaar x, y von den frühern verschieden ist; mit- 
hin ist die Anzahl dieser Zahlenpaare unbegrenzt. 



§. 142. 

Mit Hülfe dieses Resultates, dass immer unendlich viele Paare 
von ganzen Zahlen y existiren, für welche der absolute Werth 

von x 2 — Dy 2 < 1 -}- 2 VD und von Null verschieden wird, lässt 
sich nun leicht beweisen, dass die Gleichung t ü — Du 2 = 1 im- 
mer in ganzen Zahlen £, u lösbar ist, und zwar so, dass u von 
Null verschieden ausfallt. 

Da die Anzahl der ganzen Zahlen, welche, abgesehen vom Vor- 
zeichen < 1 + 2 VD sind, endlich ist, so muss der Ausdruck 
x 1 — Dy 2 für unendlich viele Zahlenpaare y einer und dersel- 
ben (von Null verschiedenen) Zahl Je gleich werden; da ferner 
die Anzahl der verschiedenen Paare von Resten, welche zwei Zah- 
len x, y (mod. k) lassen können, endlich, nämlich = Je* ist, so 
leuchtet ebenso ein, dass unter den unendlich vielen Zahlenpaaren 
x, y, für welche 

X % _ Dy2 — Je 

wird, auch wieder unendlich viele Paare x, y sich finden müssen, 
in welchen 

x = c(, y = ß (mod. k) 

ist, wo «, ß zwei bestimmte Reste bedeuten. Sind nun x\ y' und 
x", y" irgend zwei solche Zahlenpaare, d. h. ist gleichzeitig 

und 

x' = x", y' = y" (mod. jfc), 
so bilden wir das Product 
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x + y ]/D = (x' - y' Vi)) (x" -f y" 

indem wir 

x = x'x" — Dy'y'\ y — x'y" — y'x" 
setzen ; dann ist gleichzeitig 

x-yVl) - ix' -f y' VD) (x" - y" VD), 

und hieraus ergiebt sich durch Multiplication 

x 2 — Dy* = (x"> — Dy'*) - Dt/"«) = fc*. 

Da nun ausserdem 

x = — Ztyy = 0 (mod. fr) 
y = «r'y" — y'x" = (mod. fc) 

ist, so können wir 

x = U", y = uk 

setzen, wo £, u ganze Zahlen bedeuten, die der Gleichung 

V — Du* = 1 

genügen; und zwar dürfen wir annehmen, dass u von Null ver- 
schieden ist; denn aus 

y = x'y" — y'x" = 0 
Dy"* = x'* — Dy'* = k 

ergiebt sich 

*" = ±*', y» = ±y'\ 

da aber unendlich viele solche Zahlenpaare x\ y' und x'\ y" exi- 
stiren, so können wir auch immer zwei solche auswählen, dass 
x", y" verschieden von + x\ ± y\ und folglich u von Null ver- 
schieden ausfällt 

Hiermit ist also in der That bewiesen, dass immer eine Lö- 
sung u der vorstehenden Pell'schen Gleichung existirt, in wel- 
cher u von Null verschieden ist. 

Hieraus lässt sich dann (wie in §. 85), ebenfalls ohne Hülfe 
der Theorie der reducirten Formen, zeigen, dass alle Auflösungen 
f, u sich aus der Gleichung 

t + uVD = ±(T+ uVd)» 
ergeben, wo T, U die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeu- 
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ten, die der Gleichung genügen, und der Exponent n alle positiven 
und negativen ganzen Zahlen durchläuft. Nur in der einen Be- 
ziehung bleibt diese Theorie der PelFschen Gleichung unvollstän- 
dig, dass aus ihr keine directe Methode fliesst, diese kleinste po- 
sitive Auflösung T } U unmittelbar zu finden. Hierzu und ebenso 
zur Beurtheilung der Aequivalenz zweier Formen und also auch 
der Darstellbarkeit einer Zahl durch eine Form bleibt die Theo- 
rie der reducirten Formen unentbehrlich. 
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IX. Ueber die Convergenz und Stetigkeit einiger unend- 
lichen Reihen. 



§. 143. 

Die Methode, welche in §. 101 angewendet ist, um die Con- 
vergenz und Stetigkeit der Reihe 

X* ~ 2' 3' 

zu beweisen , lässt sich leicht auf Reihen von der allgemeineren 
Form 

A = *\9i' + «i9i* + **9z' H 

übertragen, wo g x , g 2 , g% . . . positive Grössen bedeuten, welche, 
wenigstens von einer bestimmten Stelle ab, fortwährend abnehmen 
und zuletzt unendlich klein werden; man erhält auf diese Weise 
folgenden Satz: 

Wenn für einen bestimmten Werth s = 0 die Summe von noch 
so vielen auf einander folgenden Gliedern der Reihe A ihrem ab- 
soluten Werth nach stets Meiner als ein bestimmter endlicher Werth 
C bleibt, so convergirt die Reihe A für alle Werthe s>ö (exclö), 
und sie ist nebst allen ihren Berivirten eine stetige Function von s. 

Um dies zu beweisen, setze man s = ö -|- r, wo also r eine 
positive Grösse ist, ferner 

und vergleiche die Reihe A mit der folgenden 

B = ßiigs—gs) + ßi(g* r — g 9 r H • • 
so findet man, dass die Summen der n ersten Glieder beider Reihen 



Digitized by Googlej 



Unendliche Reihen. 



411 



sich um die Grösse ß n gn + i von einander unterscheiden, welche, 
da ß n (ahsolut genommen) stets <C, und r positiv ist, mit unend- 
lich wachsendem w unendlich klein wird, weil g n + i ebenfalls un- 
endlich klein wird. Die Reihe A wird daher mit der Reihe B 
gleichzeitig convergiren, oder mit ihr divergiren, und im erstem 
Falle haben beide Reihen denselben Werth; wir brauchen daher 
nur noch die Reihe B zu betrachten. 

Nimmt man n so gross, dass die Werthe g n +u <7n+2--- fort- 
während abnehmen, dass also die Differenzen 

sämmtlich positiv sind, so ergiebt sich, dass die Summe von be- 
liebig vielen , auf die n ersten folgenden , Gliedern der Reihe B 
(absolut genommen) <Cg„ + 1 ist und folglich durch die Wahl 
eines hinreichend grossen Werthes n beliebig klein gemacht wer- 
den kann. Mithin convergirt die Reihe J5, und folglich auch die 
Reihe A für jeden positiven Werth r, d. h. für jeden Werth s^>6. 
Um ferner die Stetigkeit dieser Reihen für alle diese Werthe von 
s oder r zu beweisen, genügt es, alle Werthe r zu betrachten, 
welche ^ q sind, wo q irgend ein beliebig angenommener positi- 
ver Werth ist. Für alle diese Werthe ist nun die Summe aller 
auf die n ersten folgenden Glieder der Reihe B (absolut genom- 
men) <Cg r n + D also auch <Cg$, während die Summe der w 
ersten Glieder sich stetig mit s oder r ändert; da also durch eine 
zweckmässige Zerlegung der Reihe B in zwei Bestand theile, d. h. 
durch die Wahl eines hinreichend grossen w, der zweite Bestand- 
teil für alle in Betracht kommenden Werthe r kleiner als irgend 
eine gegebene Grösse gemacht werden kann , während der erste 
Bestandteil seiner Natur nach stetig ist, so ist auch die ganze 
Reihe 2?, und also auch die Reihe A, eine stetige Function von 
s = ö + r, so lange r positiv ist. 

« 

Um dieselben Behauptungen auch für die Derivirten der Reihe 
A zu beweisen, betrachten wir die Reihe 

A' = «,^'log^ + a 2 # 2 'log0 2 4- «3^'log^ H , 

deren einzelne Glieder die Derivirten von den entsprechenden 
Gliedern der Reihe A sind, und vergleichen sie mit der Reihe 

-B' = 0itoi r log0i— $r* r log#) 4 /3 a ($r, r log0 2 — logy 3 ) 4-.., 
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welche auf dieselbe Weise aus der Reihe B entsteht. Bedenkt 
man nun, dass die Function x r \og x der positiven Variabein x, 
sobald #<1 und (l+rlog#) negativ geworden ist, ebenfalls ne- 
gativ wird, dem absoluten Werthe nach gleichzeitig mit x abnimmt 
und unendlich klein wird, so erkennt man leicht, dass alle im 
Vorhergehenden für die Reihen A und B bewiesenen Behaup- 
tungen sich auf die Reihen A' und B' übertragen lassen; beide 
Reihen convergiren für jeden positiven Werth von r, haben gleiche 
Summen und bilden eine stetige Function von r oder s = 6 + r. 
Es braucht daher nur noch gezeigt zu werden, dass dB = B'dr, 
oder, was dasselbe sagt, dass das Integral 

J = f B'dr, 
Q 

dessen untere Grenze g ein beliebig gewählter positiver Werth 
< r ist, = B — R ist, wo R den Werth der Reihe B für r == p 
bedeutet Zerlegt man nun B' in zwei Bestandteile B' n und £3',, 
von denen der erstere die Summe der n ersten Glieder der Reihe 
B' ist, so wird 

r 

J = B n - R n + f 33'»dr, 

wo B H und R„ resp. die Summen der n ersten Glieder der Reihen 
B und R bedeuten. Da ferner, wenn n hinreichend gross ge- 
nommen wird, der Bestandteil 33 '„ innerhalb des ganzen Inte- 
grationsgebietes absolut genommen <Cg%\ogg n , und folglich 

r 

f ®' n dr<C{r- Q )g n 1 \ogg n 

ist, so leuchtet ein, dass der Unterschied zwischen dem Integrale 
J und der Differenz (B n — R n ) mit unendlich wachsendem n un- 
endlich klein wird, und dass folglich J = B — R ist, was zu be- 
weisen war. 

In derselben Weise kann man auch den Beweis für die De- 
rivirten höherer Ordnung führen. 
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§. 144- 

Wir fügen zum Schluss noch einige Bemerkungen über Rei- 
hen von der Form A oder B hinzu. Im vorhergehenden Para- 
graphen war angenommen, dass die positiven Grössen g x , g 2 , g* 
von einer bestimmten Stelle ab fortwährend abnehmen und zuletzt 
unendlich klein werden. Giebt man diese letztere Voraussetzung 
auf, nimmt man aber immer noch an, dass diese Grössen von 
einer bestimmten Stelle ab fortwährend abnehmen, so muss g n mit 
unendlich wachsendem n sich einem bestimmten Grenz werth 
nähern, den wir mit g bezeichnen wollen. 

Nehmen wir nun wieder an, dass ß n seinem absoluten Werth 
nach stets << C bleibt, so ist die Summe von beliebig vielen, auf 
die n ersten folgenden, Gliedern der Reihe B absolut genommen 
<T ^Ü7n — 9 r )t UQ d folglich convcrgirt auch jetzt noch die Reihe 
B für jeden positiven Werth von r, und sie ist nebst ihren Deri- 
virten eine stetige Function von r. Die Reihe A dagegen wird 
für positive Werthe von r, d. h. für Werthe s ^> ö stets und nur 
dann convergiren, wenn sie für r = 0, d. h. für s = ö conver- 
girt, also, wenn ß H mit unendlich wachsendem n sich einem Grenz- 
werth ß nähert; und zwar ist dann A = B -J- ßg r (hierin ist 
offenbar das frühere Resultat enthalten, wenn g = 0 ist). Unter 
dieser Voraussetzung, dass die Reihe A auch noch für s = 0 con- 
vergirt, dass also ß n mit unendlich wachsendem n sich einem 
Grenzwerth ß nähert, ist es von Interesse, das Verhalten der 
Reihen A und B bei unendlichem Abnehmen der positiven Grösse 
r zu untersuchen. Sind ß' und ß" zwei beliebige Werthe, aber 
so beschaffen, dass ß' < ß < ß" ist, so kann man n immer so 
gross wählen, dass für dieses n und alle noch grössern Werthe 
ß' < ßn <C ß" wird; es wird dann die Summe aller Glieder der 
Reihe B von dem nten ab zwischen den Werthen ß'(g r H —g r ) und 
ß"{g r n — g r ) liegen, und da die Summe der n ersten Glieder gleich- 
zeitig mit r unendlich klein wird, so ergiebt sich leicht, dass die 
Reihe B sich dem Grenzwerth ß oder dem Grenzwerth Null 
nähern wird , je nachdem g = 0 oder von Null verschieden ist ; 
da ferner der Werth der Reihe J5, welcher dem Werth r = 0 ent- 
spricht, ebenfalls =0 ist, so leuchtet ein, dass die Reihe B an 
dieser Stelle nur dann unstetig ist, wenn gleichzeitig g = 0 und 

26* 
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ß von Null verschieden ist Dagegen ergiebt sich aus der Glei- 
chung A = B -j- ßg r i dass die Reihe A sich in allen Fällen dem 
Grenzwerth ß nähert und folglich auch noch an dieser Stelle 
stetig ist. 

Wir leiten endlich noch den folgenden in §. 91 benutzten 
Satz ab: Convergirt die Reihe A für einen bestimmten Werth 
s = 6 und folglich auch für jeden Werth s^>ö, und sind die 
sämmtlichen Grössen g u g?, g 3 . . . echte Brüche, so wird so- 
wohl der Werth von A, als der von B mit unendlich wach- 
sendem positiven s unendlich klein. Um sich hiervon zu über- 
zeugen, braucht man nur zu bedenken, dass, wenn die Grössen 
gu gii #3 • • • von 9n ab fortwährend abnehmen, die Summe aller, 
auf die n ersten folgenden, Glieder der Reihe B absolut genom- 
men < C (<g r n -r- g r ) ist und folglich mit unendlich wachsendem 
positiven r unendlich klein wird; und da dasselbe von der Summe 
der n ersten Glieder gilt, so wird B, und folglich auch A=B + ßgr 
ebenfalls unendlich klein. 

Wir schliessen mit der Bemerkung, dass die vorstehenden 
Sätze leicht in Sätze über Potenzreihen verwandelt werden kön- 
nen ; setzt man nämlich 

e-*= x und g n = e~ Xn , 

so wird 

A = a x x x i -f cc ü x x * -f- a 3 x x * -h • • • , 

wo die Exponenten A,, A„ X 3 wenigstens von einer bestimmten 
Stelle ab, fortwährend (algebraisch) zunehmen. 

Das wesentliche Principder vorhergehenden Untersuchungen, 
nämlich die Vergleichung der Reihe A mit der Reihe B, ist zuerst 
von Abel angewendet *). 

*) Untersuchungen über die Binomialreibe (Grelle' s Journal l). 
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